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Sur les équations fonctionnelles qui défìnis- 
sent une courbe ou une surface invariante 
par une transformation. 

(Par Samuel Lattks, à Aix.j 



INTRODUGTION. 

1. Ijes équations fonctionnelles sont, dans le sens le plus general, des 
équations définissant des fonctions inconnues par des relations entrc ces 
fonetions inconnues et des fonctions données. 

11 existe bien des catégories d'équations fonctionnelles suivant la nature de 
ces relations. Une première classe par exemple est constituée par les équations 
diflférentielles. D'autres équations, étudiées par divers géomètres, forment une 
deuxième classe : ce sont celles qui définissent une fonction inconnue par les 
valeurs que prennent certaines intégrales défmieé dépendant de cette fonction. 

On peut conce voir encore bien d'autres espèces d'équations fonctionnelles: 
mais, si on excepte les deux classes précédentes, il semble que les équations 
fonctionnelles étudiés jusqu ici aient été surtout celles qui définissent les fonc- 
tions inconnues par des égalités entre les valeurs de ces fonctions et les 
valeurs qu'elles prennent lorsqu'on y remplace les variables par des fonctions 
connues ou méme inconnues des mémes variables. Divers géomètres se sont 
occupés des équations de cette nature: je citerai, sur ce sujet, les travaux 
d'ABEL (*) et de MM. Kcenigs (**), Grévy (***), Leau (****), Bourlet (*****). 



(*) (Euvres compUteSy t. II, pag. 36. 

(**) Kecherckes sur les substidttiofis unifarmes (Bullet. des Sciences mathém.*'», 1883). 
— Recherches sur les équatmis fonctiomielles (Aiinales de TÉcole Normale, 1884). — A'oie- 
veìhs recherches sur les éqtiat. fatici ionnelles (Annales de l'ÉcoIe Normale, 1885). 
(***) Sur les équat. fonctionnelles (Annales de TÉcole Normale, 1894). 
(****) Étude sur les équat. fonctionnelles à une ou à plusieurs variables (Annales de hi 
faculté des Sciences de Toulouse, tome XI, 1897). 

(*****) Sur les opérations en gén(>ral et les équations différentielles Unéaires d'ordre infini 
(Annales de TÉcole Nonnaie, 1897). — Sur certains équations analmjues aiuc équations dif- 
férentielles (Annales de TÉcole Normale, 18^)9). 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 1 
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Farmi ces deraìères équations, une catégorie particulière importante est 
formée des équations qui définissent une multiplicité, courbe ou surface, in- 
variante par une transformation. 

On sait que la recherche d'une multiplicité invariante par un groupe 
contimi de transformations dépend d'équations diflférentielles ou d'équations 
aux dérivées partielles. Mais si, au. lieu d'un groupe contimi, on considère 
une transformation isolée, la recherche d'une multiplicité invariante par cette 
transformation dépend (Téquations fonctionnelles. 

C'est ainsi que les équations suivantes, étudiées par M. Kcenios, et où 
^ {x) désigne la fonction inconnue : 

définissent les courbes y = t\,(x) invariantes respectivement par les transfor- 
mations ponctuelles suivantes: 

\X.= <f{x) \X = rf{x) [X = y [X = f{x) 

lY=y + a (Y^ay lY=f{x) , (r=?(i/). 

2. Le but de ce travail est d'étudier les équations fonctionnelles qui 
définissent une courbe ou une surface invariante par une transformation. 

Les transformations que j'envisage sont de deux espèces différentes. 

Dans la première partie, je considère des transformations ponctuelles à 
deux ou à trois variables. Soit par exemple : 

^ = f{^, y. «) y = 9 (^. y^ ^) Z = (ì {x, y, z) 

une transformation à trois variables : une surface s = ^{x, y) invariante par . 
cette transformation est défìnie par l'équation fonctionnelle : 

^ [/(aj, y, ^ {x, y)j , (p (aj, y, ó {x, y)\j = ^ Ix, y, ^ (x, y)] . 

De méme une courbe invariante y = ^{x) z = xi^) ^st définie par un 
système de deux équations fonctionnelles à deux fonctions inconnues. 

Dans ses travaux sur les équations différentielles, M/ Poincaré a été 
amene à étudier de cette fagon les courbes invariantes par une transforma- 
tion à deux variables et passant par un point doublé de la transforma- 
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tion: il a démontré dans un cas très general l'existence de deux pareilles 
courbes (*). J'expose la méthode employée par MJ Poincaré en la modilìant 
de fa<jon à Tétendre aux cas qu'il n'avait pas eu à envisager, pour l'objet 
qu'il se proposait. J'emploie une méthode analogue pour le cas d'une sub- 
slitution à trois variables. 

Au méme ordre d'idées se rattachent plusieurs travaux de M/ Pjcakd, 
dans lesquels ce geometre a étudié des systèmes d'équations fonctionnelles, dé- 
fìnissant des fonctions invariantes par certaines substitutions rationnelles (**). 

Dans la deuxième partie, je considère des transformations (X, Y; Xj y, y) 
faisant correspondre à un élément {x, y, y) un point (X, Y). Soit: 

X = f{x, y, y) y = (p {x, y, y) 

une pareille transformation. Une courbe y =^'^ {x) invariante par cetto trans- 
formation est délìnìe par l'équation fonctionnelle : 

On est ainsi conduit à une classe d'équations fonctionnelles, contenant 
la fonction inconnue ^ (x) et sa dérivée ^' {x). Telle est l'équation : 

•M/'(^)] = f(^) 

que j'étudie, comme exemple, au Chap. IV. 

3. J'ai dù me borner à étudier les transformations données et les 
équations fonctionnelles correspondantes dans le domaine d'un point doublé 
ou d'un élénient doublé. 

Pour une transformation ponctuelle par exemple, à un point J\I pris 
dans le domaine d'un point doublé correspond par la transformation un 
point M' situé dans le méme domaine; M/ Poincaré l'appcUe le conséquent 
du point M; le point M est lui-méme le conséquent d'un point il/" qui est 
Vantécédent du point M. On est ainsi conduit à étudier la disposition des 



(*) Sur les courbes déflnies par les équatiopis différentielles (4.® partie, Journal de Lìou- 
ville, 1886, pages 193-195). 

(**) Sur une classe de transcendantes nouvelles (Acta Mathematica, tomes 18 et 23). -r Sur 
uìie classe de surfaces algébriques dont les coordontiées s'expriment par des fonctions uniformes de 
deux paraìnètres (Bulletin de la Société Mathém. de France 1900). — Sur certaiìies équations 
fonctionnelles, et sur une classe de surfaces algébriques (Comptes-Rendus de TAc. des Science, 
juillet, 1904). 
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conséquents et des antécédents successifs d'un point pris dans le doniairie 
du point doublé : c'est l'étude de Vitéralion à plusieurs variables. 

Le cas d'une seule variable a été traité par M/ Kcknius (*) dans le cas 
general, et par M." Grévv (**) et Leau {***) dans des cas slnguliers (****) : c'est 
eelte étude de Titération à une variable qui est la base des travaux de 
M/ K(ENiGS sur les équations fonctionnelles. 

Pour le cas de plusieurs variables, je dois citer un travail fort impor- 
tant de M/ Levi-Civita (*****) dans lequel ce geometre a éludié la stabilite 
ou l'instabilité d'une transformation ponctuelle dans le doniaine d'un point 
doublé: il y a stabilite si à tout domaine E pris autour du point doublé 
correspond un domaine H entourant le méme point et tei que les consé- 
quents et les antécédents de tous les points de H soient tous compris dans E; 
il y a instabilité si, aussi petit que soit le domaine H, il y a dans ce do- 
maine un ou plusieurs points dont un antécédent ou un conséquent au 
moins ne soit pas contenu dans E, M/ Levi-Civita démontre que l'instabilité 
est le cas general : il ne peut y avoir stabilite que si les racines de Téqua- 
tion en S relative au point doublé (voir Chap. I et II) ont toutes des mo- 
dules égaux à 1 et méme alors M/ Levi-Civita démontre, du moins dans le 
cas de deux variables, que la substitution est instable en general. 



(*) Recherches sur les substiiutiotis unifannes (loc. cit.). 
(**) Loc. cit. 
(***) Loc. cit. 
(****) Je signaierai encore, au sujet de i'itération à une variable, les travaux suivants: 

LÉMERAV, CompteS'Rendus de l'Acad. des Sciences^ 14 février 1898, 28 niai*s 18^)8, !^0 jau- 
vier 189^). ~ Bulletin de la Société Mathémat. de Fratice. Tome XXVII (pages VÌO-DM et 
!28i2-285). 

BòTTCHEft, Beitrage su der Theorie der ItercUionsrechnung {Inaug. Dissert. Leipzig. 1898). 

Eniln, Oli trouvera une bibiiographie très étendue relative à ritération au début du Mé- 
moire suivant, publlé en langue russe : 

Aristof, Bulletin de la Société phys.-maihém, de Kasan, Tome X. 

(*****) Sopra alcuni criteri di instabilità (Annali di Matematica, Serie III, Tome V, 1901) 
et Comptes-Eendus, 9, 16, et 23 juillet 1900). L'auteur a pour but èssentiel Tétude de la sta- 
bilite des Solutions périodiques des systèmes différentiels et Tapplication au problème des trois 
corps, mais il ramène la question à celle de la stabilite ou de rinstabilité des transformations 
ponctuelles et son travail est consacré en grande partie à cette question. 

Voir aussi, sur le méme sujet, un Mémoire de M.r Cigala : Sopra un criterio di instar 
bUità (Annali di Matematica, Sèrie III, Tome XI) : Tauteur s'occupe de Tinstabilité des sub- 
stitutions, dans le cas, signalé par M.r Levi-Civita dans son travail, où les racines de Téqua- 
tion en S ont un module égal à 1 et un argument i;icommensurable avec 2^. 
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Me limitant au cas de deux et de trois variables, j'éludie les dìverses 
dispositions possibles pour les antécédents et les conséqiients successifs d'un 
l)oint, du moins dans le cas general. Les résultats auxquels je suis ainsi con- 
duit présentent une analogie frappante avec les résultats auxquels est parvenu 
M/ Poincaré dans l'étude des courbes intégrales d'une équation dififérentielle 
dans le domaine d'un point singulier: c'est ainsi quon est amene à classer 
les points doubles de la transformation en nwiids, cols, foyers, J'explique 
les raisons de cette liaison entre les deux théorìes en montrant que, dans 
le domaine d'un point singulier, l'équation différentielle se présente commie 
limite d'une équation fonctionnelle défìnissant une courbe invariante par une 
transformation ponctuelle qui admet le point singulier pour point doublé. 

4. Pour établir les divers théorèmes d'existence relatifs aux équations 
fonctionnelles que je considère, j'ai employé, suivant les cas, deux méthodes 
différentes. 

Pour les transformations ponctuelles que j'étudie dans la première partie, 
je me suis servi surtout de la méthode employée par ^V Poincaré pour le 
cas relatif à deux variables qu'il a traité : dans cette méthode, basée sur 
l'emploi de fonctions majorantes, on suppose les données et les Solutions 
cherchées analytiques. Plus récemment, M.»* Hadamard (*) a traité le cas 
étudié par M."^ Poincaré, sans supposer l'analyticité des données et en fai- 
sant seulement quelques hypothèses sur la continuile des fonctions données 
et de leurs dérivées premières : il emploie pour cela une méthode d'approxi- 
mations successives qui consiste à partir d'une courbe arbitraire, passant par 
le point doublé, à former ses conséquentes et ses anlécédente^ successives 
et à démontrer qu'elles ont des limites qui sont des courbes invariantes. 
J'utiHse les résultats de M.' Hadamard pour la recherche des courbes inva- 
riantes analytiques on ìwn. 

Pour les transformations (A', Y; x. y, y') que j'étudie dans la deuxième 
partie, j'emploie une méthode d'approximations successives dont le principe 
est le méme que celui de la méthode de M.*" Hadamard que je viens de si- 
gnaler : je définis, dans le domaine d'un élément doublé, les antécédentes 
successives d'une courbe et je démontre que, sous certaines hypothèses, elles 
ont une limite qui est une courbe invariante: une de ces hypothèses s*ex- 
prime par l'inégalité | 5! <; i, S étant une certaine quantité dépendant de la 



(*) Sur Vitération et les sohitions asymptotiques des équations différentielles (Biilletin de 
la Société Mathématique de France, Comptes-Rendus des séances, 1901). 
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substitulion donnée et des coordonnées de rélément doublé. Les résultals 
sont aìnsi établìs sans supposer ranalyticité des données; mais la méthode 
des fonclions majorantes, par laquelle je n'ai pas pu réussir à établir les 
mémes résultats, donnerait peut-étre un resultai plus compiei: je montre en 
elTet sur des exemples qu'il peut y avoir une courbe invariante, méme si | S| 
est supérieur à 1. On est ainsi conduit à se demander si l'introduction de 
cette quantité S ne tiendrait pas uniquement au mode de démonstration : 
c'est pourquoi je montre que S est bien un élément essentiel dans la que- 
stion, en prouvant que c'est un invariant de la transformation donnée pour 
toute transformation ponctuelle. 

5. Je terminerai en analysant brièvement les divers chapitres de ce 
travail. 

Le Chap. 1 est consacré aux transformations à deux variables. Je dé- 
montre d'abord le théorème sur l'existence de deux courbes analytiques in- 
variantes passant par le point doublé ; j'examine le cas où la transformation 
donnée a une infinite de points doubles formant une courbe. Je donne en- 
suite à la transformation une forme réduite dans laquelle les deux courbes 
invariantes sont les axes de coordonnées et je me sers de cette forme pour 
étudier l'itération d'un point pris dans le domaine du point doublé. Je m'oc- 
cupe ensuite de l'itération d'une courbe et de l'étude des courbes invariantes, 
analytiques ou non ; enfin je généralise pour les substitutions à deux varia- 
bles la notion de point limite à convergence irrégulière introduite par 
M.' K(ENiGS dans l'étude des substitutions à une variable. 

Dans le Chap, II, je traite les mémes questions pour les transformations 
à trois variables, en étudiant successivement les courbes et les surfaces ana- 
lytiques invariantes, les formes réduites de la substitution, l'itération d'un 
point. 

Dans le Chap. Ili, je montre comment les surfaces et les courbes inva- 
riantes peuvent étre définies, dans certains cas, sous forme implicite, par 
Téquatìon de Schrceder et je me sers des résultats connus relatifs à cette 
equation pour donner, dans ces cas, des équations générales permettant de 
représenter toute courbe, analytiqiie ou non^ invariante par la substitution, 
dans le domaine du point doublé; enfin, je m'occupe des analogies entre la 
théorie de Titération et la théorie des points singuliers des équations diffé- 
rentielles. 

Dans le Chap, Il\ je m'occupe des substitutions (.Y, Y; Xy y, y'), Après 
avoir défini les éléments doubles, les antécédentes successives d'une courbe 
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contenant un élément doublé, je démontre un théorème general d'existence 
sur les courbes invarianles par la subslitution. Enfln je cherehe les ìnva- 
riants diflférentiels du premier ordre de la subslitution pour le groupe 
ponetuel. 

Le Chap. V est la general isation du précédent; j'étudie des subslitutions 
(X, r,, r,,... Y„; X, y,, y^,... ij„; y\, ^'2,... y„) contenant à la fois plu- 
sieurs fonctions et leurs dérivées par rapport à ce, ce qui conduit à un sy- 
stème d'équations fonctionnelles. 

Le Chap. VI est consacré aux transformations de contact : j'applique à 
la recherche des courbes invariantes par une transformations de contact les 
résultats établis précédemment, soit dans le Chap. II, soit dans le Chap. IV. 
Je montre aussi comment les résultats relatifs aux surfaces invariantes par 
une transformation à trois variables pourraient s'appliquer de méme à la 
recherche des équations diflférentielles du premier ordre invariantes par une 
transformation de contact, mais je me borne à poser ce dernier problème. 

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été communiqués 
à l'Académie des Sciences dans les Séances du 30 novembre 1903 et du 
2 janvier 1905. 
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PREMIÈRE PARTIE 



GHAPITRE I. 

L'iTÉRATION A DEUX VARIABL^S. 

' \. Courbes invaHantes. — Etaiit donilée une substìlution à deux va- 
riables: 

X^f{x,y) Y^ff{x,y) (1) 

nous nous proposons de déterminer les cóurbes invariantes par cette sub- 
stitution. - * . - 

Une courbe invariante peut étre définie de la fagon suìvante: §oit Po 
un point quelcónque, P,, Pjv J^«v ses conséquents et P_,, P_2,.-- P-« 
ses antécédents. Joignons Po Pi par un are de courbe arbitraire: à cet are la 
, substitution fera correspondrè un are P, P^, à ce dernier un are P, P,, etc... 
et de méme la substitution inverse fera correspondrè successivement à l'are 
Po Pi les arcs P_, P_2, P_^P_^,,,. L'ensemble de tous ces arcs coristìtue une 
courbe invariante, par la substitution. 

Supposons que la suite des points Po, Pi,-- admette un point limite: 
si Ton suppose les fonctions /* et 9 continues en ce point, ce point est un 
point doublé de la substitution. 

Nous'supposerons pour Tinslant les fonctions / et <p holomorphes dans. 
le domaine du point doublé. Une courbe passant par ce point sera dite 
analytique^ si Fune au nToins-des coordonnés a?, y s'exprime par une fonc- 
tiolfi holomorphe de l'autre dans le domaine du point doublé. 

Nous tìous bornerons d'abord à chercher les courbes mvariàntes passant 
par un point doublé et analytiques dans le doniaine de' ce point doublé: mais 
nous étudierons plus loin (§ 14) le cas ^on analytique et nous obtiendrons 
aussi une équation generale commune à toutes les courbes invariantes, ana- 
lytiques ou non (§ 27). 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. ^2 
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2. Soienl a?o, tfo les coordonnées d'un point doublé de la substilution (1). 
Considérons l'équation en S: 






= 0. (2) 



Dans son célèbre mémoire sur les courbes définies par les équations dif- 
férentielles M/ Poincaré a été conduit à chercher les courbes invariantes 
par la substitution (1), dans le cas où les racines de l'équation en S sont 
positives et Fune supérìeure, l'autre inférieure à 1 (*): M/ Poincaré démontre 
alors, par la méthode des fonctions majorantes, l'existence de deux courbes 
analytiques invariantes passant par le point doublé et définies dans le do- 
niaine de ce point. Nous allons montrer que ce résultat subsiste, du moins 
en general, si on ne fait plus l'hypothèse que les racines sont positives, l'une 
inférieure et l'autre supérieure à l'unite: nous modifìerons pour cela la dé- 
monstration de M/ Poincaré, de fagon à l'étendre à ces nouveaux cas. 

3. Supposons les racines S^ S' de l'équation (2) distinctes et non nulles: 
on sait, par la théorie des substitutions linéaires, qu'on peut alors, en ef- 
fectuant sur x^ y d'une part et sur X, Y d'autre part, une méine substitution 
linéaire, raniener la substitution (1) à la forme suivante: 

X = Sx +f{x,y) j 

Y=S'y + ?{x,y) ) 

f{Xy y) et <p(aj, y) seront des séries ordonnées par rapport aux puissances 
croissantes de x et de y, coinmen(jant par des termes du second degré et 
convergentes pour les valeurs de a? et de y de module suffisamment petit. 

On voit immédiatement qu'une coùrbe analytique invariante passant par 
l'origine a nécessairement pour tangente en ce point Fune des droites Ox 
ou Oy. 

Cherchons d'abord une courbe invariante tangente à Oa? et soit: 

son équation. La fonction ^{x) vérifie l'équation fonctionnelle : 

.{.[Sa^ + Z^a;, H»')) ] = «''{'('»') + 9 («', H*)) • (*) 

(*) JourtifU de Liouville, 1886, page 193. 
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En prenant les dérivées successives des deux membres et en y renipla- 
^ant X par zèro, on obtiendra des égalités permettanl de calculer les coeffi- 
cients de la sèrie i^ {x) et il resterà à établir la convergence de cette sèrie : 
d'après la fa<jon méme dont elle aura été obtenue, cette sèrie sera solution 
de l'équation fonctionnelle. En dèsignant pour abrèger ^ {x) par y, nous ob- 
tenons : 



+ 

Ll _i I ^ .e ».' _] 



+ ^'(5. -...)P + ...] = 5'ì,' + + 



les termes non ècrits s'annullane pour a? = 0. 

En rempla^ant x par zèro, on obtient successivement : 

En general, si on suppose les coefficients Y^^ ^'*ov5 ^J*"" calculés, on 
pourra calculer le suìvant, pourvu que S' — S** ne soìt pas nul: nous suih 
poserons que S' — S" n'est nul pour aucune valeur de Ventier n. Le calcul 
formel des coefficients est alors possible. 

Dans le cas où S* — *S" est nul, l'équation qui fournit ói"* est en general 
impossible de sorte que Yéquation foìictionnélle n'a pas en general de solur 
tion holomorphe. Par exception, le second membre de l'équation pourrait étre 
nul, il y aurait alors une infinite de solutions, au point de vue formel du 
moins, car il resterait à ètudier la sèrie au point de vue de la convergence, 
comme nous allons le faire dans le cas general: mais je ne traiterai que ce 
dernier cas. 

On verrà plus loin (§ 14 bis) comment le cas où S' — S" est nul peut 
se ramener au cas des racines ègales : S' = S. 

4. Avant de nous occuper de la convergence de la sèrie, il est néces- 
saire d'ètudier de plus près la fagon dont fìgurent ^*o, 4''*ovm ^IT"*^ dans l'é- 
quation qui fournit ^{T^ 
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Considérons ò\, ^''o,.--? ^o** comme étant respectivement de poids 0, 1, 
2,..., p— 1; appelons poids d'un monòme par rapport à ces mémes quan- 
tités la somme des produits de chacune d'elles par son exposant, poids d'un 
polynòme le poids des termes de ce polynòme qui ont le poids le plus grand. 

Nous allons montrer que ^JT' est un polynòme de poids n — 2 par rap- 
port aux dérivées ^"o, '^'ov -5 'IST"*^ d'ordre inférieur à n, 

Reprenons l'équation (4) que nous écrirons sous la forme : 

^ (v) = S' ^ (a?) + 9 (a?, y) 
en posanl : 

y = 'J^(x) v = Sx + f{x, y). 

Si on derive n fois cètte équation, on obtient une équation de la forme: 

tn,. etani un polynòme doni les coefficients dépendenl de S et des dérivées 
des fonctions f{x, y) et ff{x, y); ce polynòme est linéaire par rapport à 
^'{v)y ^"(v),..., ^^"~^^{v)y mais non linéaire par rapport à ^'(a?), ^"(x),..,, 

Pour x = 0, ^^^'^ (v) et ^^^^ (x) deviennent tous deux égaux à ^^^^ : nous 
sommes donc conduits pour établir la proposition énoncée à considérer 
'}^*^ (v) et ^^**^ (a?) comme étant l'un et Tautre de poids A: — 1. Nous allons 
démontrer que le polynòme w„ est alors de poids n — 1 et que pour a? = 0, 
les termes de poids n — i s'annullent de sorte que ^^^ sera bien un poly- 
nòme de poids n — 2 par rapport aux dérivées d'ordre inférieur à n. 

Les calculs effectués au § 3 montrent que la loi ainsi énoncée est vérifiée 
pour les premières valeurs de l'indice n. Montrons donc que si w^ est de 
poids n — i, cy„_^i sera de poids n. En dérivant l'équation (5) par rapport 
à Xj on obtient: 

^»vp ^v)^o^^^^^^^y^^^^^^^^^^^tj ^^^,y ^dy^\ 

-S'f"+"(a;) = ^ 
^ ^ ' dx 
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-j-^ étant la dérìvée totale du polynóme ó,, par rapport a x, On en conclut 
la relation de récurrence: 

et il faut vérifier que le poids de o,.^, est égal à h. Il suffit de rétablìr 
pour le terme -r— ^' » car c'est évident pour le second terme. Or rs^ {x) est une 
somme de termes de la forme: 

en posant pour abréger y^, = 'Y''^ {x). Par dérìvation, ce terme donne plu- 
sieurs autres termes obtenus en rempla^ant chacun des facteurs par sa dé- 

rivée: le terme obtenu en rempla^ant A{x,, y) par ^ ^ ^ V ^ ^^ méme 

poids que eelui dont il provieni; en remplagant ^^{v) par sa derivée par 
rapport à a; le poids augmente de 1 unite; enfìn si on remplace yl^ par sa 
dérivée «^ i/J*~^ yk^\ > le poids diminue de {k — 1) a^^ et augmente de (A: — 1) 
{^k — l) + fc de sorte qu'en definitive il augmente aussi de 1 unite. Le poids 

de ^— ^ est dono supérieur d'une unite au poids de t3„, ce qui montre que 

tsi,.4., est bien de poids n. 

Il reste à voir que pour x = les termes de poids n — 1 s'annuUent, de 
sorte que ^JT^ sera un polynóme de poids n — 2. Cette circonstance provient de 
ce que dans chacun des polynómes rs les termes de poids le plus élevé con- 

liennent en facteur ^ qui s'annulle pour a? = 0. On le constate immédia- 

tement pour tsi^ et il suflfìra de le démontrer pour ©,4-,, en supposant que 
cela ait été démontré pour rs,, Supposons donc que, dans o^, les termes de 

plus haut poids soient de la forme ^?h^ en désignant par p„ un polynóme 

dépendant des mémes variables que ©„. La relation de récurrence établie 
plus riaut montre que, dans w^^,, les termes de plus haut poids provien- 
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dront du polynóme: 

oy dx L ^^ ^y \ ^y 

et TT^ est bien en facteur dans ces termes. 
dy 

La proposition énoncée au début de ce paragraphe est dono établie. 
5. Occupons-nous maintenant de la convergence de la sèrie ^{x). 

On peut toujours supposer liSKl: dans le cas contraire, on renipla- 
cerait la substitution ^) par son inverse et on chercherait une courbe in- 
variante par cette substitution inverse: cette courbe serait aussi invariante 
par la substitution directe. Le seul cas que nous laisserons ainsi de coté 
sera le cas où I^Sl serait égal à 1. 

Gonsidérons la substitution auxiliaire: 



X = S,x-\-F{x, y) ^ 
Y=S,y-F{x,y) j 



(6) 



où St désigne un nombre compris entre [ S\ et 1 et jF {x, y) la fonction 
suivante: 

M^'{x±yy 



F{x,y) 



ì — ^{x 



Oli sait que, M et p étant deux nombres positifs convenablement choisis, 
celle fonction est une fonction majorante pour les fonctions f{x, y) et 

— ? («; y)- 

Des hypothèses faites sur S^ S' et S,, il résulte que ^-^ ^ est su- 
oi 0| 

périeur, quel que soit n, à un certain nombre posilif X qu'on peut toujours 
supposer inférieur à 1 (*). On a donc, quel que soit n: 

|s'-6'"i>Ms,-sr). 

Soit (x) la sèrie analogue à '} {x) lorsqu'on remplace la substitution (3) 
par la substitution (6). Les coefFicients de {x) seront tous positifs, comme 
le niontre le calcul des coefficients fait au § 3. Comparons alors | J^^o | , 



(*) Dans le cas envisagé par M.»* Poincaré (/S'> 1 > S), on peut prendre > == 1: la démon- 
stration est alors exactement la méme que celle de M.r Poincaré. 
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|<^-.|,... àO'., O-.^..^). On a: 



iro| = 



_ (11] (^1I\ 



S' — S* 



<WÌ7 



x(&.-so 



ou bien: 

On a ensuite: 

ir.i = 



If.Kf 9' 



■^sMUÌ-iUl-^i^h- 



S' — S' 



< 






et, à fortiori, puisque -r- est supérieur à 1 



■ ir.K 



^^^MmMmMm-■] 



ou bien: 



x(s.-s;) 



1 



Je dis qu'on a en general: 



iroKf^e^, 



irKv^.er 



En efifet, supposons celle inégalilé vérifìée pour ^"o, fo,.--? ^iT"'* el nionlrons 
qu'elle subsiste pour <|/ir^ 

Il résulle du § 4 que Fon a: 



^? 



in), 



.^.(fo,rov>.,^ro 



o, etani un polynòme de poids n — 2 par rapporl à 'J^^,.-- 4'o'*~'* doni les 



(*) Je me suis insplré, pour cette comparaison, d'une remarque de M.r Leau {Étude sur 
ìes égucUions fonctiofineUes. Annales de la faeulté dea Sciences de Toulouse, 1897. Chap. I, § 13). 
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coeflTicients sont eux-mémes des polynómes par rapport à iS et aux dérivées 
partielles de f et de <p. 

Supposons qu'on remplaee dans cr, les divers teriiies par leurs valeurs 
absolues, | S \ par S^ qui lui est supérieur, les modules des dérivées par- 
tielles de f et de/f par les dérivées partielles de F qui leur sont supérieures 

1 
et enfin | ^?^ | par rj-^ fif^ qui lui est supérieur. La plus haute puissance de 

Y qui figure alors dans lès .divers termes de o, est ^=2 ♦ puisque «5, est de 

poids n — 2, lorsqu'on attribue à òf^ le poids k — 1. Si on remplaee to.utes 

11 
les puissances de ^ P^^ v^^ ' ^^ augmente les divers termes. Le numéra- 

teur de 4'?^ est ainsi remplaee par le produit de ^^ P^'' 1^ numérateur de O'J**. 
D'autre part le dénominateur de lìT^ est supérieur à X(iS'x — S;). On a dono: 

1 



ou bien: 






Si nous démontrons la convergerice de la sèrie (x) dans un cercle de 
rayon p, il resulterà de eette inégalité la convergence de la serie ^^(j?) dans 
un cercle de rayon Xp et on aura ainsi pròuvé l'exislence d'une courbe: 

f 



y 



-il 

~1.2 



X 



1.2.3 



05' + 



définie pour 1 05 1 ■< X p, invariante par la subslitution donnée et tangente h Ox. 

Pour démontrer que la sèrie 6 (x) est convergente, il suflìt 9e prouver 
directement qu'il existe. une courbe analytiqiie tangente à Oic et invariante 
par la substitution (6). La démonstration "s'acliève coninie dans le eas envi- 
sagé par M.'^ Poincaré (*). 

Posons x + y = g et de mème X+Y=Z. La subslitution (G) devienti 

Z — S,z 



X = S,x -f- 



1-p. 



(*) Poincaré, loc. cil.. pa^re 195. 
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ou une sur face invariante par une traìtsformation. 17 

Cherchons une fonction a? de 2? de la forine: 

invariante par cette substitution. On doit avoir: 



*(5.^)==5.*(^) + ^^l^ 



ou: 



+ (a, S, + Mr) z' + (^3 S, + M^') zr+ 
d'où Ton déduit a^, a,,...: 






S. — S'l 
et: 

X ^= ^ (z) = z — z — z — • • — z — • • • 

La serie du second membre est convergente pour \z\<C-jj- et par suite 
y est definì par l'équation : 

x = x^y — ^ J_^^ {x + y)\ — ^ j;^3 (^ + y) ' 

ou: 

La fonction implicite y définie par cette équation est la serie 6 (j?) 
cherchée. 

On démontre de méme Texistence d'une courbe: 

tangente à Oi/ et invariante par la substitution (8), en supposant que Tori 
a quel que soit n.S — S'" =|= et | S' | -[= 1. 

La méthode que nous venons d'employer montre que les deux courbes 
ainsi obtenues sont les seules courbes analytiques invariantes passant par 
le point doublé. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 3 
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On peiit clone énoncer le tliéorème suivaiil: 

Théorème. — Elant donnée la subsfUnfion (1), fii le.s racincH de Véquation 
en S relative à nn point doublé soni disfindes, de module différent de et 
de 1 et si aucune des racines west une puissance entière de Vanire racine, 
il existe deux conrbes aìuilytiqiies invariantes C et C et deux senlement pas- 
sa ììt par le point doublé et défiuies daìu^i le doma ine de ce point. 

0. Courbe de points doubles. Les coordonnées des poiiits doubles de la 
substitution (i) sout douuées par les équalions: 

x = f {X, y) ) 
y = o{x, y). ) 

Eli general les poiiits doubles soiit done des points isolés. 

Il peut arriver cependanl que les équalions (7) soient satisfaites par les 
coordonnées d'une infinite de points forniant une courbe: il y a alors une 
courbe de points doubles C. 

En tout point de la courbe C\ l'éqùation en *S a une racine égale à 1 : 

en un pareil point, le déterminant fonctionnel ' ^ ' ^ -— est en effet 

IJ (»c, y) 

nul et on a par suite: 

L'éqùation en aS a donc une racine S' égale à i et une racine S qui est 
en general differente de 1. 

Une première courbe invariante passant par un point de la courbe C 
est la courbe C elle-ménie. Il y aura en general une deuxième courbe inva- 
riante passant par 0: en eflfet, d'après la démonstration du théorème pré- 
cédent Texistence d'une pareille courbe sera assurée si iS a un module dif- 
férent de 1, car alors 1 — S" n'est nul pour anemie valeur entière de n. 

Aiusiy par font poiut de la courbe des points doubles C pour lequel \ S \ 
est différent de 1, passe une courbe analytique invariante par la substitution 
et distincte de la courbe C, 

7. Forme canoniquè de la substitution à deux rariables, — La connais- 
sance des courbes invariantes par une substitution pei'inet de ramener, par 
un changement de variables, la substitution à une forme remarquable, daus 
le domaine d'un point doublé. 
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Supposons que lepoinl doublé soìt un point doublé isole et prenons 
ce point pour origine : choìsissons de plus les axes ^r, ^ de fagon qu'ils 
ne soient pas tangeuts aux deux courbes invariantes et soient : 

y z=\x ■{- QiX^ -^ — • 

y =:,X X ^ 7,' X^ ~\ • 

les équations de ces deux courbes. 

Nous pourrons, par une méme transformation i)onctuelle eflfectuée sur 
oj, y d'une part et sur X, y d'autre part supposer que les deux courbes 
invariantes sont les axes Ojp, Qy. Posons on effet: 

u = u — Ix — xx' — • • \ 

(H) 
V =y—\' jr — x' x^ ; 

et pareillenient : 

f7= Y — XX — aX» 

V= Y — \'X — ol'X' 

Les équations (8) peuvent étre résolues par rapport hx,y puisque X — X 
n'est pas nul et la substitution prend la forme : 

y=9, (?f, r), 

Les courbes invariantes sont devenues u = 0, v =0; /", (0, v) doit étre nul 
quel que soit r: ?7est par suite de la forme uf. (u, r), f^ étant une fonction 
liolomorphe dans le domaine de l'origine; de méme V est de la forme 
V 9-, (w, r), la fonction o^ étant holomorplie. 

Dans le domaine de l'orìgine la substitution (1) se ramène donc à la 
forme : 

X = xf{x, y) 

Y = yfi{x, y). 

Il est facile de voir que les termes indépendants dans Ics fonctions f 
et cp sont les racines S, S' de l'équation en 6': -cela résulte de ce que ces 
racines sont des invariants de la sul)stituliou (1) pour tonte transformation 
ponctuelle régulière à l'origine. 
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Aiìisi, la mibdilutioìi (1), lorsqu'on fait sur S et S' les hypothèses du § 5, 
se rciììièìie à la forme canoriique suivanle : 



X = x{S +F{x, y)] ) 
Y^y[S' + <i>{x,y)] ) 



(9) 



F (x, y) et a> (^, y) désigiiant des foìictioìis de x et de y nulles pour x = y = 
et holomorphes dans le donuiine de Vorigine. 

8. Itération d'un point — Supposons maìntenant les variables réelles 
et, éUiiit donne un point x^ y dans le domain^ d'un poinl doublé isole de 
la substitution, proposons-nous d'étudier la disposition des conséquents et 
des antécédents successifs de ce point. 

Supposons d'abord les racines S, 5" de l'équation en S réelles et di- 
stinctes et distinguons trois cas : 

Premier cas: 1S'[<|S|<1. — Soient x,, y,; x^, y^;.., x„, t/„;... les 
conséquents successifs du point a?, y, Supposons la substitution ramenée à 
la forme canonique (9): pour les valeurs de x ei de y inférieures en valeur 
absolue à un certain nombre positif e, les fonctions S + F{x^ y) et S' + <^ (x, y) 
ont un module maximum M inférieur à 1. Or on a: 



et, par suite: 



\x^^,\<M\xA et \y.^A<M\y„\, 



Donc, si le point x^ y est intérieur au domaine: |a?|<s, |t/|<Ce, ses 
conséquents sont tous intérieurs au méme domaine et Fon a : 

\x^\<M-\x\ et \yA<]Sr\y\ 

de sorte que x^ et y^ tendent vers zèro. 

Cherchons si les conséquents successifs tendent vers le point doublé dans 
une direction déterminée. On a : 






étant une fonction holomorphe de a; et de t/ s'annuUant pour a? = i/ = 0. 

S' 



Soit k un nombre compris entre 



S 



et 1. On aura, à partir d'un certain 
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rang : 






<fc 



y._ 

X.. 



Donc — tend vers zero. 11 y a exception si le point initial est sur y: 

ses conséquenls reste ni sur Oy. 

Revenons maintenant à la substitution sous sa forme primitive (1). On 
pourra énoncer les résultats suivants : 

Etani donile un point doublé de la siibditution pour lequel les racines de 
léquation en S soni réélles, distincles, et ont des inodtdes différenls inférieurs 
à 1 (*), il existe un doniaiìie entourant le point doublé et possédant les prò- 
priétés suivantes: 

1.® Les conséqtients successi fs d'un point pris dans le doinaiìie tendent 
vers le point doublé. 

2.<* Les conséqu^nts successifs tendent vers le point doublé tangenlielle- 
ììient à rune des courbes invariantes C, sauf si, le point initial étant pris 
sur Vautre courbe C\ ses coìtséquents restent sur C. 

Le premier de ces résultats n'est pas inodifìé si les raciues, toujours 
supposées distinctes, ont le méine module : S' = — 6'. Mais le deuxième re- 
sultai ne subsiste pas. 

Deuxième gas: | /S"|>I 'S'|> 1. La substitution inverse est de la forme: 



X 






et on a : 



1 

"5 



< 



1_ 



<1. 



On est donc ramené au cas précédent : 

Les antécédents successifs d'un point pris dans le doìnains du point dou- 
blé tendent vers ce point tangentiellenient à Vune des coùrbes invariantes, sauf 
si le point initial est pris sur Vautre courbe invariante. 



(*) On suppose, bieii entendu, qu'on est dans les conditions du théoivme du §5, c*est- 
à-dire qu'on n'a pas S-=^S'**^ ni S' = S**. 
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Troisième gas: |5"|<;l<ClS|. Pour les valeurs de x et de y inférieu- 
res en valeur absolue à un certain nombre positif e, la fonction 5' -\- * (x, y) 
a un module inférieur à un nombre positif fixe M plus petit que 1 et la 
fonction S-]-F{x, y) a un module supérieur à un nombre tìxe ni plus grand 
que 1. En partant d'un pointer, i/ intérieur au domaine \x]<i&, \y\<.^,on 
obtient des conséquents a?,, y^; X2, //s;... qui, Jusqu'à un certain rang i>, 
sont intérieurs au domaine et on a : 

\x,\>m]x\; I X, I > m- \x\;,. .\x^\> m'' \ x \ 

\yA<M\y\', |y.|<3r|i/|;... \yA<^r\y\. 

Les }) premiers conséquents se rapprochent donc de a? et s'éloignent 
de Oy; après quoi les conséquents sortent du domaine et" nous ne pouvons 
plus rien en diro. Ou peut d'ailleurs choisir x ei y suffisamment petits pour 
que p soit aussi grand qu'on le veut. 

De méme la substitution inverse montre que les antécédents jusqu'à uh 
certain rang q se rapproclient de Oy et s'éloignent de Ox, après quoi ils 
sortent du domaine. On peut donc énoncer le résultat suivant: 

Etant donne un point doublé de la substitution, pour lequel les racines 
de Véquation en S sont réelles, distincteSj Vune inférieure et Vanire super ieure 
à 1 en valeur absolue, il existe un domaine entourant le point doublé et tei que 
les conséquents successi fs d'un point du domaine jusqu'à un certain rang p 
se rapprochent de Vune des courbes invariantes C et s'éloignent de Vautre C\ 
tandis que les antécédents jusqu'à un certain rang q se rapprochent de C et 
s'éloignent de C, aprcs quoi les antécédents et les conséquents sortent du do- 
maine. Si le point initial est suffisamment voisin du point doublé, les nombre^ 
p et q sont aussi grands qu'on le veut. Il y a exception si le point initial est 
pris sur les courbes C 011 C, 

9. Supposons maintenant les racines S et S' imaginaires conjuguées. 
L'exislence des courbes invariantes G et C est assurée, si \S] n'est pas 
égal à I. Soient: 

y 



\x + a uc" + 



y = V X 



a X' -^ 



les équations des deux courbes invariantes: X, a,... et \\ a',. 
ginaires respectivement coiijugueés. Posons: 



sont des ima- 



u -\ i v = y 
u — iv = y 



A X 

rx 



a X' 



a ar — 
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et pareillement : 

U-^-i V= Y—IX —a A* 

U — i V= Y-XX—ol'X' 

Par ce changement do variables, la substitution se ramèiiera comme pré- 
cédemment (§ 7) à la forme: 

U ^iV={u + iv){H + iK) 
U — è r = (n - iv){ H - i K) 

H ei K élant deux fonctions holoiuorphes daiis le doinaiiie de rorigine. Ea 
appelaiit encore les variables x, y, X, Y et eii posanti 

S = p e'* S' = ? e' '* 
les équations de la substitution s'écrivent: 

X4-ir=(a?4 /!/)[? e'» +F(ir, 7/) H m, (a:, y)] 
X—iY={x-~i y) [p c-'« 4 F {x, y) — i ^p {x, y)] 

F et ^ étant des fonctìons holomorphes qui s'annuUent pour x = o, y = o, 
On en déduit: 

X' + 1- = {X- M- y') [?' -f- e{x, y)] 

« étant aussi une fonctiou holomorphe nulle il l'origine. 
10. Nous distinguerons deux cas: 
Pkemiek gas: | S | == | aS' | < 1 c'est-à-dire p <C 1. — Pour les valeurs de x 
et de y inférieures en valeur absolue à un certain nombre positif e, la fonc- 
tion p*-f 0(0-, y) a un niodule maximum inférieur à 1. On a donc: 

d'où l'on déduit : 

xl+yKM'ix' ry% 

Donc xl T yl tend vers zèro et les consé([uents d'un point situé dans 
le domaine: \x\<it, \y\<C^ sont ìntérieurs au domaine et tendent vers l'o- 
rigine. D'autre pari, on a: 

arg. (X -r i Y) = aig. {x -: / y) -| arg. [S -r- F (x, y) \ H> {x, //)]. 
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Eli appellant co,, l'angle de la droite joignant Forigiiie au poinl a?,, y„ 
av ec l'axe x, ou a : 

w«+, = co,. 4- a + 2„ . 

t„ tendant vers zèro avec x„ et y„ . 

Par suite co„^, — co,, a pour limite a. Il eii résulte que les eonséquents 
successifs tournent asymptotiqueineiit aulour de l'origine à la fagon de 
points distribués sur une spirale logarithmique et .que les rayons joignant 
l'origine aux eonséquents successifs tendent à former un'angle Constant 
chacun avec le suivant. Gette dernière circonstance provient évidemment de 
la forme canonique donnée à la substitution, les courbes invariantes étant 
les droites isotropes. Mais si on revient aux variables primitives, on peut 
énoncer les résultats suivants : 

Etant donne un point doublé de la snbslitution, pour lequel les racines 
de Véquation en S sont imaginaires conjuguées et de module inférieur à 1, il 
exL^te un doniaine entourant le point doublé et possédani les propriétés sui- 
vantes: 

1.^ Les eonséquents successifs d'un point pris dans le doniaine tendent 
vers le point dmible, 

2.® Les rayons vecteurs joignant Vorigine aux eonséquents su4xessifs 
tournent indéfininient autour de Vorigine en se rapprochant aussi peu qu'on 
le veut des rayons honwlogues successifs de deux faisceaux homographiques 
ayant pour rayans doubles iinaginaires les tangentes aux deux courbes inva^ 
riantes. 

Deuxième CAS 1 5 1 = 1 5' I > 1. En rempla^ant la substitution donnée par 
son inverse, on voit qu'on peut énoncer pour les antécédents successifs des 
résultats pareils à ceux trouvés dans le cas précédent pour les eonséquents. 

Les antécédents successifs tendent vers le point doublé et les rayons vec- 
teurs qui joignent Vorigine à ces antécédents tournent indéfininient aulour ds 
Vorigine. 

11. Etudions enfin l'itération d'un point dans le cas où la substi- 
tution a une courbe de points doubles. 

Supposons que, par une transformati on ponctuelle, on ait amene cette 
courbe à ètre y. En tout point de 0«/, d'ordonnée i/o, l'équation en iS a 
deux racines dont l'une est égale a 1, tandis que l'autre S est une fonc- 
tion de ^/o en general differente de 1. Gonsidérons un segment AB de Oy, 
i/i <C z/o <C ;{/« , en chaque point duquel on ait |iS|<;l et supposons les fonc- 
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tions qui déftnissent la substitution analytique dans un certain domaiiie: 
— h<Cx<Ch^ ìfi<.y<.yi entourant ce segment. Par le point d'ordoniiée y^ 
passe une courbe invariante autre que Oy et non tangente a Oy: soit 

son équation. La sèrie du second membre a pour rayon de convergence "k p, 
d'après les notations du § 5. Nous voulons montrer qu'on peut supposer ce 
ràyon indépendant de i/o pour tous les points du segment A lì, En offet p 
désigne le rayon de convergence de la sèrie majorante du § 5: cetle sèrie 
dépend de trois constantes itf, p, S», cette dernière assujettie à étre com- 
prìse entre |/S| et 1. Il est évident qu'on peut prendre pour M et p les 
limites supérieures de l'ensemble des valeurs prises par ces quantitès pour 
les différents points du segment ^J5 et pour Si le maximum des valeurs 
prises par \S\: S, sera évidemment inférieur à 1. La sèrie est alors indè- 
pendante de i/o et il en est de méme de p. Quant à X, il dèsigne une limite 

infèrieure de la quantitè ^ ^ pour l'ensemble des valeurs de n: oii voit 

Oi — o, 

J g 

qu'on peut prendre X= — 5 — ^, quantitè indèpendante de 1/0. 

On peut donc definir un domaine — h<ix<ih tei que par tout point 
de Oy ayant une ordonnèe comprise entre 1/, et y^ passe une courbe inva- 
riante défìnie dans Tintervalle —h<,x<Ch, Si h est assez petit, l'ensemble 
de ces courbes constitue un domaine tei que par tout point de ce domaine 
passe une courbe invariante et une seule. 

Soit alors x, y un point pris dans ce domaine et 0' le point oiì la courbe 
invariante qui y passe coupé Oy; en prenant ce point pour orìgine, la sub- 
stitution peut ètre ramenèe à la forme suivante : 

X = x[S + f(x, y)] 
Y = y[^ +^9('^y y)] 

f et ^ dèsignant des fonctions holomorplies pour x =y = 0. En dèsignant 

par M le maximum de S + f(:X, 1/), qui est inférieur à 1 si li est suffisam- 

ment petit, on a : 

x^^,<Arx 

et par suite les consèquents du point x, y appartiennent au domaine et ten- 

dent vers 0' en reslant sur la courbe invariante qui pass^ par ce point x, y. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 4 
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Olì obtient des conclusions analogues pour les antécédenls, si oii con- 
sidère un segmenl de Oy pour lequel on ait: |5|>1. 

Revenant à la courbe des poinls doubles, on peut énoncer les résultats 
suivants : 

Soit A B un are de la courbe des points doubles le long duqìiel \ S \ est 
constamment inférienr à 1 : on peut Hmifer de part et d'autre de Vare A B 
un domaine tei que les conséqnents d'un point de ce domaine restent dans le 
domaine et tendent vers un point de la cmirbe des points doubles, en restant 
sur une niéme courbe analytique invariante, 

Les antécédenls d'un point pris dans le roisinage d'un are A B pour le- 
quel \S\ est constamment supérieur à 1 possèdent des propriétés analogues, 

12. Itération d'une courbe, — Si, dans la substitution (1), on suppose 
que y soit une fonction de x\ 2/ = ^o (:^)y ^ devient une fonction de X, soit 
Y = •]/, (X) et la fonction i, {x) est dite la conséqìiente de '}« i:-^)'' réciproquenient, 
si on pose r=^o(-^), on a pour y une fonction J^_, (x) qui est dite l ante- 
cedente de ']/o (^)» A une fonction continue io (x), la substitution fait ainsi 
correspondre une suite indéfinie de conséquentes '|,,'k,... J;„ et d'antecédenles 
'}_i,'i_2,... ^_„ qni sont des fonctions continues. En general ces conséquentes 
ou ces antécédentes sont définies dans des intervalles distincts. Supposons 
cependant qu'on ait pu definir un intervalle d'existence coniniun à toutes 
les conséquentes ou à toutes les antécédentes. On peut alors établir le théo- 
rènie suivant: 

Thkorème. -^ Etani donnée la substitution (1), si les conséquentes ou les 
antécédentes successives i, (x), ^.^ (x),,,, ò„ {x) ou ^^, (x), io (x),,.. i „ (x) d'une 
fonction continue ^o (*^) ^'^oni définies dan^n un intervalle commun, »i dans cet 
intervalle elles onl une limite ò {x) pour n infini et que ò„ {x) tende unifor- 
niément vers sa limite dans V intervalle conmdéré^ cette limile i (x) vérifie Vé- 
quation fonctionnelle : 

^'[f{x,^{x))] = o(x, ò{x)), 

Déniontrons le théorènie pour les conséquentes par exeniple. On a entre 
^ni;^) et '|«-f., (u?) les deux relations: 

X = f[x, '^^,{x)] 

d'où l'on déduit: 

^n^dn^. ^A^))] = 9{^>Ìd^)h (10) 
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Nous supposons que la fonction <{/„ {x) ail pu étre définie, quel que soil n, 
dans un cerlain intervalle / où elle est continue et qu'elle ait une limite 
'} (d?) vers laquelle elle tend umforméiuent dans cet intervalle: eette limite 
^ (x) est alors une fonction continue de uj et on a : 

'|.(a5) = '|(x)-f-s„(aJ) \zAx)\<i 

e étant un nombre positif donne et rinégalité ayant lieu, quelle que soit la 
valeur de x prise dans l'intervalle /, pour toutes Ics valeurs de n supérieures 
à un certa in entier n, 
Kégalité (10) devienti 

'^ [f{x, •} (x) -r- e„ {x))\ 4- £^-1 [H^. 'I (^) ^ s. (•^))1 = ? [^, ^ (^) + s, (^)J. 

La quantité X = /'[a^, ^(x)-^z„{x)] appartieni à l'intervalle /, quel que 
soit X pris dans cet intervalle, puisqu'on suppose que les fonctions i„ et 
y„^i sont définies toutes les deux dans l'intervalle /. En faisant croìtre n in- 
définiment, t^,^i[f{x, ó (a:^) -f- e„ (■»))] tend donc vers zèro et en égalant les 
limites des deux membres de l'égalité, on obtient: 

^[f(x, ^{x))]=<f(x, '1^{X)). 

Ainsi la fonction '^ vérifìe l'équation fonctionnelle précédente, autrement dit 
la courbe limite est invariante par la substitution. 

Meme démonstration pour les antécédentes. 

Nous allons traiter un exemple où on peut former explicitement l'équa- 
tion de la h" conséquente et déterminer sa limite, ce qui nous permettra 
d'établir quelques résultats dont nous aurons à nous servir dans la suite. 
lii. Exemple. — Soit à trouver toutes les courbes invariantes par la 

substitution : 

X = Sx Y = S'y. (11) 

Cette transibrmation est une transformalioti projedive, On sait (jue So- 
PHUS LiE et M/ Klein ont déterminé toutes les courbes invariantes par un 
groupe continu de transformations projectivcs. Leur métbode met en évi- 
dence des relations intéressantes entre la théorie des groupes et la tliéorie 
de l'itération (*) : pour obtenir des groupes project ifs à un paramètre, ils rc- 



(*) SoPHUS Li E et Klein: Ueber diejenlgcti Curveu, welcìi/?. durch ein gcschlossenes Stfstein 
von einfach unendlich vielen lluearen Trans format io nen in sich Ubergeìien (M«ilh. Anna- 
Icn, IV, 1871). 

Sigrialons à ce sujet le travail suivant sur les rapporta entre la théorie des groupes et 
la théorie de Titération à plusieurs variables: 

BÒTTCHER : Beitrdye su der Tfieori^ der Iterai io nsreehnung (Iiiaug. Disscrt. Leipzig, 1898). 
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marquenl qu'il suffìt de partir d'une transformation projective Ielle que la 
traiisformalion (11), de répéter cette transformation n fois, ce qui donne: 

X=S''x Y=S'"y 

et de romplacer rentier èi par un paramètre continu t: on obtient ainsi des 
transforniations : 

X = S'x Y = S"y (12) 

comprenant la transformation (11) et la transformation identique et ces trans- 
formations (12) forment un groupe continu. 

Farmi les courbes invariantes que nous cherchons doivent se trouver 
Ics courbes qui admettent le groupe (12), mais nous devrons aussi obtenir 
les courbes, s'il en existe, qui admettent la transformation isolée (11). 

Une courbe quelconque y = (x) a pour /*' conséquente : 



*■=*■■■ MI-) 



11 faut clioisir la fonction de fa^on que y„ ait une limite pour n inflni. 
Posons : 

X 



= t 



d'où 



On aura 



log 6^ 



.logS 

Lorsque n augmente indéfiniment par valeurs entìères, t prend une suite 
discontiinio de valeurs cjui a zèro ou l'infiìii pour limite, suivant la valeur 

de S; mais, dans les deux cas, il faut choisir 6(^) de fa(jon que ^—^ ait une 

limite: cette limite pourra dépendre de x. puisque la suite discontinue des 
valeurs de t dépend de x. Donc y„ aura une limite de la forme : 

logS- 

^(x)=x'''''^ iì{x). 

L'équation fonctionnelle à laquelle satisfait ^ (a?), 

^(Si^)=S'^(x) 
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devient par la transformation précédente : 

{S xf''^^ iì {S x) = 6" o;^^^^ n (x) 
ou bien : 

Il [S x) = lì (x). 
Posons : 

n (x) = co (log x), 
On devra avoir : 

co (log ìT + log S) = w (log x). 
Uéqnation gniérale des courbes invariante^ par la snhstitnUon (11) est 



donc : 

y = x'''^o>{logx) 






Ci déMgnant une fonclion périodiqne arbitra ir e, de période logS. 

Complétons ce resultai en niontrant que toute courbe iìivariante y = y {x) 
peut étre définie cornine limite, pour n inlìrii, de la n" conséquente d'une 
courbe convenablement choìsie. Soit y =]> {x) s (x) l'équalion d'une courbe 
dont la n" conséquente alt pour limite la courbe invariante y^=ò{x): l'équa- 
lion de la n" conséquente est: 



2/ = &""'} 



Wf-) 



ou 



y^ = ^(x)t\^~^. 



11 suifit donc de clioisir pour s (x) une fonction qui tende vers 1 lorsque 
x tend vers zèro ou vers l'infini, suivanl que \S\ est supérieur ou inférieur 
à 1: la n" conséquente de la fonction if{x) z(x) aura pour limite '-'(a?). On 
obtient donc, comme limite de conséquentes, toutes les courbes^ analytiqiies oa 
non, invariantes par (11). 

14. Elude des courbes invariante^, analytiqnes ou non. — Considérons 
une courbe passant par un point doublé de la substilution (1): ses antécé- 
dentes et ses conséquenles passent par le méme point doublé et on peut 
essayer de definir un domaine d'existence commun à toutes les conséquenles 
et à toutes les antécédentes: le Ihéorème du § 1!2 permei alors de definir 
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une courbe invariante cornine limite des antécédentes ou des conséquentes 
successives. 

C'est par cette méthode que M/ Hadamard (*), a pu établir Fexistence, 
pour le cas de |S'|<;l<C|5'l, des deux courbes invariantes passant par le 
point doublé, sans supposer la subslitution donnée analytique. 

Nous rappellerons d'abord les résultats obtenus par M/ Hadamard, puis 
nous utiliserons ces resultata pour Tétude generale des courbes invariantes, 
analytìques ou non, passant par le point doublé: dans le cas parliculier où 
la substitution est analytique, nous retrouverans ainsi, par une étude indé- 
pendante des développeinents en sèrie, les résultats du § 5. 

M.'* Hadamard considère la substitution (3) où /" et 9 sont supposés 
seuleinent avoir des dérivées continues tendant vers zero avec x et y: en 
supposant | S | > 1 et | S | > | *S" | (**), les conséquentes successives peuvent 
otre défìnies dans un domaine commun et elles ont une limite C qui est 
une courbe invariante: la courbe limite est indépendante de la courbe ini- 
liale qui est assujettie seulenient à avoir des tangentes dont les coefficients 
angulaires doivent élre compris entre certaines limites. Si en méme temps, 
on a |&"|<l, les antécédentes ont aussi une limite qui est une deuxième 
courbe invariante C\ Dans le cas actuel, ces deux courbeif sont les seulcs 
courbes invariantes passant par l'origine. 

Dans le cas où [SI et |aS"| ne comprennent pas 1, la démonstration de 
M/ Hadamard donne encore un résultat (ju'il importe, pour la suite, de 
bien préciser. Supposons, par exemple \S\ et \S'\ inférieurs à 1. La démon- 
stration (appliquée à la substitution inverse de (3)) prouve l'existence d'une 
courbe invariante C qu'on obtient comme limite des antécédentes d'une courbe 
arbitraire passant par l'origine. Mais deux cas sont à distinguer. 

l.*» |aS"|<!S|<1. La courbe C est tangente ìi y et c'est là seule 
courbe invariante aboutissant à l'origine, régulière, et non tangente à x. 

Son équation est de la forme: 

[ff'] désignant une fonction de </, du second ordre au moiiis par ra|)port à 
l'infiniment petit y. 



(*) Hadamard, Sur l'itéraUon et leu sohUiona asymptotiques dea équatioii^ (lifférentkUes. 
(Biillet. de la Société Malhómatiqiic do Francv, coinptes-rendus des séances, llKìl). 

(**) Mr. Hadamard vSiippose S posilif, mais on voit aisément que la démonstration sub- 
siste quel que soit le sìgne de S. 
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2.0 |S1<|S'|<1. La courbe C est tangente k Ox ei c'est la seule 
courbe invariante passant par Torigine et non tangente à y, Son équation 
est de la forme: 

W''^ Ces resulta ts étant rappelés, npus supposerons, dans tout ce qui 
suit: 

is;i<is|<i 

le cas où les racines auraient des modules supérieurs à 1 se raniènerait à 
celui-ci en rernpla^-ant la substitiition donnée par son inverse. Les fonctions 
f et o seront supposées avoir des dérivées preniières continues et tendant 
vers zèro avec x el y. 

La dénionstration de M.^ Hadamard fournit alors une courbe invariante 
C tangente à y: mais ce résultat est compatible avec i'éxistence iVatitres 
courhe.s invariantes tangentes à x. Il est facile d'en obtenir une infinite. Ce 
sont ces courbes que nous allons definir et étudier, en caractérisant d'une 
fa^on particulière Tune d'elles C qui, lorsque les données seront analylì- 
ques, deviendra la courbe analytique tangente à ic, que nous avons obtenue 
au § 5 par la méthode des fonctions majorantes. Nous nous appuierons sur 
les remarques suivantes : 

l.<> Les coordonnées aj„, y^ du n* conséquent P„ d'un point P pris dans 
le domaine du point doublé tendent vers séra pour n infini. 

Gette proposition a été établie au § 8, mais cornine conséquence de I'éx- 
istence des courbes analytiques invariantes: il faut donc repreudre la dé- 
nionstration dans le cas actuel. On a : 

\x„\<\S \\x„^.]+'r^[\x„_,\ + \y„_,\] 

{yJ<\S'\\y.,_A + 'r^[\x,..,\-\-\y„_,\] 

Vi étant un nombre positif fìxe tendant vers zèro avec les dimensions du 
domaine dans lequel la substitution est dèlìnie. Si Fon a: |aj.._, |<Cfe, 
I y„-.i I <C fo, il en résulte : 

[x„\<[\S\+^2',]h \y.\<[]S'\-j-lr^]h 

inégalilés qui prouvent que \x„\, \y„\ sont infèrieurs à h, si |S| + 2r, et 
|S'| + 2-/i sont infèrieurs à l,'ce qui a lieu pourvu que //, soit suffisamment 
petit. De plus, si Ton a : \x\<ih \y\<h, l'application répétée des inégalités 
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précédenles conduil à 

et a?,., y„ tendent bieii vers zero. 

2.<> La (Iroite P„ a potir limite Ox pour n in fini, (In moins si la droite 
iniliale est suffisamment voìsine de x. Posons eri effet: 

^ = 1 l = T. 

X A 

La substilution donnée (3) ilevient: 

X = Sx^rf(x,tx) ^ 

s-ix + '^jx, tx) s' ; (3)' 

S X -; f(x, tx) S 

S' 
L'éciuation en S relative ù cette siibstitution a pour racines S et -^ . Ces 

racines soni inférieures à 1 eri module: doiie il existe un nonibre hi lei 
que x„ et t„ leudent vei*s zero si \x\ et |/| sont inférieurs à /^,. La propo- 
silioii est établie. 

Ceci pose, il y a une infinite de courbes invariantes tangentes en à 
X, Monti'ons coininent on peut les construire, lorsque S et S' sont posilifs. 
Soient P,, Pa,..., P„... les conséquents d'un point P arbitraire. Joignons 
P et P, par un are de courbe continu et ayanl une tangente en chaque 
point: à cet are la subslitution fait corr*espondre successivenient les arcs 
conséquents PiPi, PiP^,,.. L'ensemble de ces arcs et du point constilue 
une courbe invariante tangente en à Oo?, si pour les diflFérents points de 

Tare initial le rapport — est suifisanirnent petit. La dérivée de la fonction 

X 

aìnsi défìnie présente en general une infinite de discontinuilés en P,, Pi,..., 
mais on peut, sì Fon veut, choisir l'are PP, de fa^'on que la dérivée soit 
continue. 11 suflit de considérer la subslitution (3) prolongée. On a : 






^ ^ ^dx ' dy-' 



^^dx^d-yy 

Soit (x, y, y) rélérnent d'ori part l'are PP, et (u5i, y,, y\) son conséquent : 
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si l'are PPi contieni ce dernier élément, les points P,, Pa,.-- cessenl d'étre 
anguleux et la dérivée devient continue. 

Si on ne fait aucune nouvelle hypothèse, rieu ns distingue les diverses 
courbes ains^i obtenues: elles représentent toutes des foncfions continues ayanf 
une dérivée première continue. 

A un autre point de vue, la recherche des courbes invariantes tangentes 
à Ox rement à la recherche des courbes invariantes par la nouvelle substi- 
tution (3)' et passant par le point doublé x = t = 0. 

La substitution (3)' peut étre ranienée à la forme canonique par un 
changement de variables de la forme: 

t = u-\-'kx 
et elle devient: 

X=:Sx + f, {x, u) j 

Appliquons à cette substitution les résultats obtenus par M.*' Hadamard et 
rappelés au § 14. Il faut supposer que /", et (p, ont des dérivées partielles 
continues et tendant vers zèro avec x et u: cela aura lieu en particulier si 
nmis supposons que f et (f ont des dérivées partielles continues, non seulement 
du premier ordre, mais aussi du second ordre, Deux ras sont à distinguer, 

or' I 

suivant que \S\ est inférieur ou supérieur à ^ , le cas de l'égalité étant 

écarté: cela revient à supposer \S'\ supérieur ou inférieur à 5'^ 

\,^ S' est supérieur ù S^, autrement dit S' est compris entre \S\ et S'. 
La substitution (3") admet une courbe invariante: 



d'où: 

!j = (u^, l.r)x = \x'] 

u ti 

qui est la seule pour laquelle — , c'est-ù-dire '^ ait une limite finie: &est la 

X x 

seule courbe invariante tangente à x pour laquelle la dérivce secomle ù Vori- 
gine soit finie. Lorsque les données devrennent analytiques, cette courbe (?' 
devient la courbe amilytique invariaute tangente à. Ox, oblcime au ^ 5. 

2.0 \S'\ est inférieur à S'\ autrement dit | S" I est inférieur, non seule- 
ment à |*S|, mais aussi à S'\ 

Annali di Mntemafka, Serie III, Tomo XIII. 5 
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La substilulion (3)" admet alors (§ 14) une courbe invariante ayjnt une 
équation de la forme : 

X = [u'] 
d'où: 

y :=tX = {u -}''kx)X = [U^], 

Ces équations définissent une courbe tangente k Ox, mais non réguljère à 

u ti 

V origine: c'est la seule courbe tangente à Ox pour laquelle — » c'est-à-dire -^ — X 

X X 

ne tende pas vers zèro. Toutes les autres courbes invariantes, en nombre 

infini, tangentes k Ox sont telles que -~ ait poin- limite X : on les obtient 

par le procède géométrique indiqué plus haut. Ainsi, il y a une infinite ds 
courbes invariantes tangentes en à x et ayant toutes à V origine la méme 
dérivée seconde égale à 2X. 

Si on ne fait aucune nouvelle hypothèse, rien ne distingue encore les di- 
verses courbes ainsi obtenues. 

Mais, si on suppose que f et 9 ont des derivées partielles du troisième 
ordre continues, on pourra procéder avec (3)" coiinne on avait opere avec (3) 
et on est conduit à distinguer deux nouveaux cas suivant que \ 5' | est su- 
périeur ou inférieur à 5^ Dans le premier cas, on obtient une courbe inva- 
riante C tangente à a?, et une seule ^ pour laquelle la d eritrèe troisième à V ori- 
gine soit finie, Dans le second cas, il y a une infinite de courbes invariantes^ 
ayant toutes à V origine ufie ménte dérivée seconde égale à ^1\ et une méme 
dérivée troisihne (jl et pour aller plus loin, il faut faire une nouvelle hypo- 
thèse sur les derivées du quatrième ordre. Et ainsi de suite. 

En généralj on voit donc qu'on obtient les résultats suivants : 

Soit n le plus petit entier t^érifiant les inégalités |5" |<l*S" | <S. En 
appliquant plusieurs fois de suite à la substitution donnèe des transforma- 
tions alternati vement de Tune des formes: 

y =: tx t=^U-{-\'X 

on arriverà à une substitution: 

X = Sx + F {x, 6) 
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pour laquelle on aura; 



'l^!>i 



Si on suppose que les foriclions /" et 9 ont des dérivées partielles d'or- 
dre inférìeur ou égal à n continues, on est assuré que F et * ont des dé- 
rivées du premier ordre continues et on peut appliquer à la substitution 
en a?, les résultats obtenus par M/ Hadamard (§ 14): la substitution en 
ìt, admet une courbe invariante: 

ti 

qui est la seule pour laquelle -— ne tende pas vers Tinfini lorsque x tend 

vers zèro. 

Si on revient à la substitution en x, y, on obtient une courbe C ayant 
une équation de la forine: 

y = 'k^x- -r-\x^ rKx"-^ [ic"^\) 

(les "kf étant les coefficients des formules de transfonnation su^ccessives de la 
forme: t = u-\-'kiX). 

et cette courbe C est la seule tangente à Ox pour laquelle la dérivée n" à 
Vorigine soit fìnie. 

Il y a en outre une infinite de courbes invariantes taiigentes à x, mais 
pour lesquelles la dérivée n" à l'origine est infinie : ori les obtient par le 
precède géométrique indiqué plus haut (*). 

Lorsque les données deviennent amilytiques^ la courbe C devient la courbe 
aìialytique invariante tangente à Ox, On voit le róle différent joné par les 
deux courbes C et C\ daiis le cas de données non analytiques. 

L'hypothèse S'=\'S" à laquelle conduisait le calcul formel du § lì est 
ici remplacée par : | S' | =1= I S" h le cas S' = — S", qui n'avait pas été écarté 
dans la méthode des fonctions majorantes, n'est donc pas traité par la mé- 
thode actuelle. 

On voit de plus que, par des transformations convenables, le cas où Von 
aurait 5" = 5" se ramène en definitive au cas des raciìies égales S' = S. 



(*) On verrà plus loin {§ 27) une forme generale qu'on peut donner à Téquation des 
courbes invariantes, analytiques ou non. 
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15. Points limitefi oscillanti^ ou points à concergence irréguUère, — 
M/ KoENiGS a iiitroduit, dans l'étude de l'itératioii à une variable, la notion 
importante de convergence irré{i:ulière (*). Cette notion s'étend au cas de 
deux ou plusieui's variables. 

p]tant donnée la substitution (1), désignons cette substitution par S* et 
ses puissances par S\ S\... Nous dirons avec M.** Kcenkjs qu'un point doublé 
de la substitution S^' appartient ù l'indice p s'il n'est point doublé d'aucune 
substitution S" d'indice inférieur à p. Nous énoncerons, sans les démontrer, 
les propositions suivantes établies par M.»" K(enigs dans le cas d'une variable 
et pour lesquelles la démonstration subsiste entièrement. 

\,^ Si 0, est un point doublé de S'', c'est aussi un point doublé de 
S^^\ K étant un entier positif ou négatif. 

2.° Si 0, est un point doublé de S'\ les conséquents 0.,, O»,..., 0^, 
qu'on en déduit par la substitution (1) sont aussi points doubles de S''. 

*1/» Si 0, appartient à l'indice p^ il en est de méme de 0», Oa,.--? 0^,. 

4.<> Les points doubles d'indice p de la substitution S" se distri buent 
en cycles de p points doubles pernuitables circulairenient par la substitu- 
tion (1). 

Soit maintenant 3/ un point, 3/,, J/.^,... les conséquents et M ,, 3/.,,... 
les antécédents qu'on en déduit par la substitution (1). Il peut arriver que 
ces conséquents et ces antécédents n'aient pas de point limite, mais qu'en 
prenant les points 3/^,, 3/.,^,,.... 3/^^,,... dont l'indice est divisible par p^ la 
suite de ces points ait un point limite: ce point limite est alors un point 
doublé de la substitution S^\ M/ K(?:Ni(rS l'appelle point limite à convergence 
ivrégulière. M/ Poincaré, qui a considerò aussi de pareils points, les appelle 
des points limites oscillants (**). 

Soit Oi, 0^,..., Oj, un cycle de p points appartenant à Vindice pei per- 
nuitables par la substitution S\ Formons l'équation en S relative à la sub- 
stitution S'' et au point doublé 0,. Si les racines de cette équation sont di- 
stinctes, difterentes de et si aucune des deux racines n'est une puissance 
entière de l'autre, il existe (§ 5) deux courbes C, , C\ invariantes par la 
substitution S'' et délinies dans le domaine de 0,. Par la substitution (1), 



(*) K(i:nigs, Reclverclies sur les substiUttioiis unifonucs (lUillet. (Ics Sriences Malliénui- 
tiques, 1883.) 

(**) Poincaré, Sur une classe nouvelle de transcendautes nniformes. (Journal de Math. 
pures et appliquées, 1890.) 
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ces deux courbes aurout puur coiiséquentes deux courbes Cj, C\_ passant par 0,, 
et défìnies dans le doniaine de 0^, celles-ci deux courbes Cs, C\ défìnies daris 
le domaine de O3, et airisi de suite jusqu'à ce qu'ori revieiine aux courbes 
C,, C\. Il existe donc deux cycles de p courbes C,, r^,..., (J^, et C\. C'a,..., C'^,, 
ces courbes étant défìnies respectiveinent dans des doinaines entourant 0,, 0...,..., 
Oj, et les courbes de chaque cycle se permutant circulairement par la substitution (1 ). 
Au poirit de vue purenieut analytique, ou a déteruiiné ainsi un systènie 
de p fonctious ^i{x), y^ij?),..., ^y{x} vérifiant le système d'équations fonc- 
tionnelles suivant : 

11 peut arriver que la substitution 6'' admette une courbe de points 
doubles C\ (§ 6);' il existe alors un cycle de p courbes (\, C^,.--? Cp P^^'- 
mutables circulairement par la substitution 5* et possédant la propriété 
suivante: tout point 0, de Fune de ces courbes Ci coincide avec son p" con- 
séquent 0^,.,, les conséquents 0^, O»,..., 0^, étant respectivement sur C,, 
C3,..., C^,. Dans ce cas il résulte du § fi que par le point 0, passe une 
courbe C\ autre que (\ et invariante par S'': cette courbe donnera nais- 
sance à un cycle de courbes C',, C\>,.... C'p déiinies respectivement dans 
des domaines entourant 0,, 0.,,..., 0^, et pennutable circulairement par S\ 

Passons à Tétude de l'itératiori d'un point Mi pris dans le domaine 
d'un point doublé 0, de la substitution S'' appartenant à l'indice j); la dis- 
position des conséquents et des antécédents successifs de M^ résulte immé- 
diatement des propositions établies dans le cas où p est égal à 1 (§§ 8 à 11). 
Cette disposition dépend des racines de l'équation en S relative à la sub- 
stitution S'': par exoniple si les racines sont réelles et inférieures en nìodule 
à 1, si de plus aucune des deux racines n'est une puissance entière de 
Tautre, les conséquents pris de p en p ont pour limite un des points 0, , 
O2,,.., Oj, formant avec 0^ un cycle de points oscillants, tandis que, pris de 
un en un, ils oscillent du voisinage de 0, au voisinage de 0^, puis de O3 
et ainsi de suite. 

Il n'y a aucune diiiiculté à généraliser de méme les autres résultats. 
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CHAPITRE II. 



L'iTÉKATlON A TROIS VAHIABLES. 



16. Soit (ionnée une substitution à trois varìables: 

X = f(x, y, z) Y = o {X, ij, z) Z = 9 (a?, y, z) 



(1) 



et un point doublé de cette substitution que nous prendrons pour origine. 
Pormons l'équation en S relative au point doublé: 






f 



S 



r..., 



?--o 



(»'. 



"0 



K.-S 



= 0. 



(^i) 



Supposons les racines S, S\ S" de cette équation distinctes: la substi- 
tution donnée peut alors se ramener à la forme suivante, par un chan- 
genient de variables: 



X = S X 
Y = S' y 



? (i^, y, z) 



Z = S"z -\-hix. y, z). 



C\) 



f, o, soni des tbnctions que nous supposerons holomorphes dans le do- 
niaine de l'origine et qui s*annullent ainsi que leurs dórivées du premier 
ordre pour x = y = z = 0, 

On peut se proposer de chercher soit deb* courbes, soit des surfaces 
analytiques invariantes par cotte substitution et passant par le point doublé. 
Nous suivrons la méme méthode que dans le cas de deux variables et nous 
commencerons par la recherche des courbes, qui conduit à des résultats 
tout pareils à ceux établis pour deux variables. 

17. Courbes hwariaìites, — Une courbe analytique invariante passant 
par l'origine a necessairement pour tangente Tune des-droites x, y, Oz. 

Cherchons une courbe invariante tangente k Ox et soient: 

y = 6{x) z = /^ {X) 
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ses équalions. Les fonctions ^ et x vérifténl le système d'équations fonc- 
tionnelles: 



i [S cr -I- f(x. 'J. (a?), i {x))] = S' ^ (X) 4- ? (A '^ (^), X (^)) 
X [S X -f /^(ir, ^ (X), X (o^))] = S" L {X) 4- (A '^ (X), X (^)). 

Posons, pour simplifier les notations: 

^(x) = y X (•*') = ^ ^S jj -: /"(u?, y, z) ^- V. 

Les équalions (4) deviennent: 



(4) 



(^■>) 



Eq prenant les dérivées sucressives des deux inembres de cliacune do 
ces équalions par rapporl à a? el en remplaganl x par zèro, on oblienl des 
épalilés permeltanl de calculer les coefficients ^"o, ^"'ov.- el //o, x'^ov des 
séries ^ el /. On voil immédialemenl que ce calcul donne lieu aux inéines 
remarques que dans le cas de deux variables (§ 4). Nous nous bornerons 
à énoncer la eonclusion à laquelle on arrive, les déinonslrations élanl les 
mémes: 

Gonsidérons les dérivées à Torigine y^^ y"ovM vT de y ou ^(x) comnie 
élanl respeclivemenl de poids 0, 1, 2,..., (p — 1) el de ménie pour^r'o, «"ovm 
z^^ dérivées de z ou x (^). Nous obliendrons, en dérivanl les deux équalions (5) 
par rapporl à x^ deux égalilés de la forme: 

^o ^ ) i^ — ^'j Ir' 0? y v> 'r'.i ' /, 05 X ov» Xo ) 
vo o ; Xo — ®2 V r "» Y V • ? f ? X 9 X V • » Xo / 

rs^ el ©, élanl des polynómes en^"o, 'i'"o,..., '}?""'*; x"oi //"ov-., X?*"'* de poids 
n — 2 par rapporl à ces quanlilés. 

Le calcul formel esl possible, si on suppose que S' et S" ne sont pas 
des puissances entières de S, Dans le cas conlraire, on esl cònduil en general 
à une impossibililé dans le calcul des coefflcienls el par suile il n'y a pas 
en general de solution holomorphe des équalions fonclionnelles considérés: 
il peut arriver cependanl qu'on soil conduil à une indélerminalion el il y 
aurail lieu de voir si la convergence des séries oblenues, esl encore assurée 
dans ce cas, comnie nous allons monlrer qu'elle l'est pour le cas general 
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Mais nous laisserons ce cas de coté, en nous bornant au cas general où le 
calcul formel est possible. 

Il reste donc à établir la converge nce des séries obtenues, en supposant 
S' — S" et S" — S" difFérents de 0, quel que soit n. 

On peut toujours supposer | aS j < 1 en reniplacjant au besoin la substi- 
tution donnée par son inverse, qui admet évideniment les ménies courbes 
invariantes qu'elle: le seul cas ainsi oinis est le cas limite où l'on aurait 
JaSI = !.. Gonsidérons la substitution auxiliaire. 

Y = S,y-F{x,y,z) J (G) 

Z=S,z—F{x,y,z) ) 

où Si désigne un nombre coimpris entre | aSJ et 1 et F(ir, «/, z) la fonction 
inajorante : 

^^""'^'"^-^-Hx + y + z) 



Il existe un nombre X plus petit que 1, inférieur quel que soit n aux 

1 j • 1 ' *^ — s** \ t. \ S — S " 
deux quantites -^-- ~ et '—r- ^ • 

6, -iS; 6, — Si 

Désignons par /}, {x) et /, (x) les séries analogues à 'l (x) et à x (J^) poni- 
la substitution (()): ces séries ont tous leurs coefficients positifs et, à cause 
de la remarque énoncée plus haut relativement aux poids des coefficients, on 
aura, comme pour deux variables (§ 5) : 

Si on démontre la convergence des séries Ai (x) et y , (x) dans un cercle 
de rayon p, il resulterà de là quo les séries i et / seront convergentes dans 
le cercle de rayon X p, 

Pour prouver la convergence des séries 1, et y, , il suftit de montrer 
qu'il existe une courbe analyti(iue invariante par la substitution (i)) et tan- 
gente a ir. Posons : 



■r ~y = u 


X ^z = r 


X II \ Z ^= ÌC 


A' 1 Y= lì 


X Z= Y 


X ^ y- z= \Y. 
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La gubstitution (6) devient: 

1 — pw 1 — Pw 

d'où l'on déduil, comme dans le cas de deux variables (§ 5), la courbe in 
variante * 

U == V = w ■ • • • 

sèrie convergente si Fon a I w? | < -^ • 

On en déduit une courbe invariante par (6) et tangente h Ox: elle a 
pour équations : 

,,_^_ M^'{x + y + zy M^^{x + y + zr . 

^ s, — s\ ^ ^" s,—s: ' *" 

Les fonctions j^ et 2? de a? défìnies implicitement par ces équations sont 
les fonctions ^, (x) et ^i (^) cherchées. 

On démontre de méme Texistence de deux courbes analytiques inva- 
riantes tangentes respectivement k Oy et k Oz, 

La méthode ainsi employée montre que les trois courbes obtenues sont 
les seules courbes analytiques (*) invariantes passant par le point doublé. On 
peut donc énoncer le théorème suivant 

Théorème. Etani donnée une subslitution à trois variables, si les racines 
de Véquation en S relative à un point doublé de la subslitution sont distinctes^ 
de module différent de et de i et si aucune des racines n'est une puissance 
entière d'une autre racine, il existe trois courbes analytiques invariantes par 
la subslitution, et trois seulement, passant par le point doublé et définies dans 
le domaine de ce point. 

Rentarqìie, — La démonstration subsiste pour un nonibre quelconque 
de variables. La subslitution : 

X, = f,(x,, it',,..., x„) (i=l, 2,..., n) 



(*) Rappeloiis que nous eiitendons pcar courbe analytique (§ 1) une courbe Ielle que 
deux au moins des coordonnées x, y, e puissent s'exprimer par des fonctions holomorphes 
de la Iroisième. 

Une surface analytique sera de méme une surface telle que Tune au moins des trois 
coordonnées or, y, e puisse s'exprimer en fonction holomorphe des deux autres. 

Annali di Matematica, Sarie III, Tomo XIII. 6 



Digitized by 



Google 



42 Latte 8: Sur tes équation^ fonctionnelles qui défìnissent uììs coiirbe 



admet en un point doublé n courbes analytiqties invariantes, si Véquation en S 
a ses racines distinctes, de module différent de Q et de \ et si aucune des ra- 
cines n'est une puissance entière d'une mitre racine. Nous obtenons ainsi, 
dans le domaiiie d'un pareli point (*), n— l fonctions holomorphes ò, (u?,), 
^2 (a?i),..., 'A„., (ir,) vérifìanl le système fonctiormel suivant : 

'^.[ri(A, J^M f.,..., J'.-.)1=/^.(^M ^w 'y.,..., '^-i) (i = 2. 3,..., H). 

18. Surfaces invariantes. — Cherclions maintenant une surface ana- 
lytique invariante par la substitution (3) et passant par l'origine. Le pian 
tangent à l'origine doit étre l'un des plans de coordonnées. 
Cherchons une surface tangente au pian jcoy et soit : 

1 
z=.^{x, y)^-^ ^ (^,.0 a?' 4- 2 z,,, xy-^ z,,, y') -^ 



+ j- -^ -^ (^H.o x' + 3 z,,, x'y-\-")-] 



son équation. Nous désignons par Za.p la valeur prise par la dérivée 
. — .r -g pour x==:y = 0. On a: 2'i,o = Zo,i=0. Pour calculer les autres 

X ' 'II' 

dérivées, écrivons l'équation fonctionnelle que doit vériJier la fonction J/ (u?, y): 
A [S X -I- f(x, y, i (J-, //)), S> -f cp (U7, //, ^ (x, y))] = 

Posons pour simplifier: 
'^ (u^-, y) = 2 Sx -\ f{x, y, z) = r S" // f ? (\r, //, 2?) = w (j;, i/, 2?) = w. 



(*) Les courbes invariantes sont ainsi défìnies dans le voisina^e de l'origine: dans 
certains cas, on pourra, à Taide de la substitution donnée, faire le prolongement analytìque 
des fonctions invariantes dans d'autres régions du pian. Dans son ménioire: Sur une classe 
de transcendantes nouvelles. (Acta Mathematica, tonies 18 et 23). M. Picard défmit ainsi dans 
tout le pian des transcendantes unifornies y, z,..., t de la variable x invariantes parla 
substitution rationnelle : 

X^mx Y^-^fiy, z,..,,t) Z -^f (y, s,.,., t) . ..,, T --9 {y, z,.. ., t) 

et présentant des singularités essentielles. Mr. Poincaré a étudié les fonctions invariantes 
par une substitution de la menie forme et n'ayant pas pour .r-^-o de point singulìer essentìel 
(Sur une classe twuvelle de tratiscendantes unifonnes. Journal de Mathématiciues, t890). 
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L'équation fonctionnelle devienl: 

à{v, w)==S"z-hu. (7) 

On calculera les dérivées Za,p eii preriant les dérivées des deux membres 
de cette équatioii (7) par rapport à 05 et à */ et en y remplagant x et y par 
zèro. En prenant les dérivées a fois par rapport à a? et [3 fois par rapport 

à t/ et en désignant toujours par fn^ la valeur prise par la dérivée ^ .« ;j a 

d'une fonction f de x et de y pour x = y = o, on obtient: 

Le calcul des quantités Ua,^ donne successivenient: 

^'^•^ = tei "^ ^ tea. lo '''' '''"' = ra"^ aTJo "^" 

Le calcul des quantités [ì(ìj, «')J«./3 donne de méme successivement: 

[^ {i\ *t')]3.o = S' 2fn.O + 3 S 1^2.0 .0,0 + 35 1^2.0 2^1,1 

['I («', ^^0]2.i = S' S' ^..M + ^ *S r,., .2.0 + 2 S ft\^, .,,, + S''«;2.0 ^1,1 + ^S' ^2.0.0.3 



Dans ces fornìules i\.j et w,,, doivent étre remplacées par leurs valeurs en 
fonction des (luantités z^fi , valeurs qu'on calcule cornine on a calculé Kafi. 
Ces formules montrent que Téquation (8) prend la forme: 

S"^ S'^ Z9fi = S" Za,^ ®tf,i8(^2.0) ^1,25 .0.9J .8,05 ^2,1. --^ ^ùj'") 

fSeifi étant un polynóme par rapport aux dérivées .„^ pour lesquelles i+j 
est inférieur à a + p. On démontre en outre, comme on l'a fait au § 4 pour 
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le cas de deux variables, que le polyiiòme tn«^ est de poids a + p — 2, si 
on attribue à z^j le poids i+j — 1: les coeffìcieuts de ce polynóme dépen- 
denl de S, 5' et des valeurs des dérivées partielles des fonctioiis /", <p, 
pour ic=«/ = 2? = 0. 

L'égalité précédente permet de calculer 'y«./3 lorsqu'on a calcale toutes 
les dérivées d'ordre inférieur à a + p, à condition que S" — S^Sf ne soit 
pas nul. 

Nou^ supposerons donc que S" — S*S'^ n'eat nul pour aucune valeur po- 
sitive ou nulle des entiers ol^ p. Le calcul tbrinel des coeffìcients est alors 
possible. 

Nou^ supposerons aiissi que \S\ et \S'\ sont toìis deux inférieurs ou 
tous deu/x stipérieurs à 1: la déinonstration de la convergence de la sèrie 
peut alors se faire comme pour deux variables. 

Nous pouvons toujours supposer que |iS| et |*S"J sont tous deux infé- 
rieurs à 1, en rempla^ant au besoin la substitution donnée par son inverse. 

Considérons la substitution auxiliaire: 



X = S,x-\-F{x, y, z) 
Y = S,ij + F(x, //, z) 

Z =S,z^'2F{x, y, z) 



(9) 



dans laquelle F{x, y, z) désigne la fonction " _}^[~\^ -u \ ' ^^Jo^^'^te 

pour f, 9, 6 et Si un nonibre inférieur à 1 et supérieur à la fois à |S| et 
à I 5" I • Désignons par ^' {x, y) la sèrie analogue à '^ (x, y) obtenue en rem- 
pla^ant la substitution (3) par la substitution (9). 

La quantité ■ — ^ ^^^ est supérieure, pour toutes les valeurs des 

entiers a, p à un certain noinbre positif X qu'on peut toujours supposer 
inférieur à 1 (*) et on a: 

I s" — S* S'/» I > X {S, — Sf-^fi). 



(*) Cela résulte des hyphoteses | S | < 1 | S' | < 1. Si, au contraire, 1 était compris entre 
|iSi| et |iS'|, l'ensemble des nombres S" — 5« S'i^ pourrait avoir zèro comme valeur limite. 
En supposant 5, S\ S" positifs, cela revient à chercher dans quel cas la droite 

X log S + y log -S' — log 6'" -= 
passe à une distance minimum non nulle de tous les sommets du quadrillage forme par 
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11 résulte alors de la valeur trouvée plus haut pour ^a,p et des pro- 
prìétés relatives au poids de Zm^ que Fon a, comme dans le cas de deux 
variables (§ 5): 

Il ne reste plus qu'à prouver la convergence de la sèrie .|^' dans un certain 
domarne |fic|<Cp, ly|<P pour qu'il en résulte la convergence de la sèrie j* 
dans le domaine | a? I < X p | «/ 1 < ^ p. 

La démonstration s'achève comme dans le cas de deux variables. Posons : 

x-^y = u X+Y=U 

x + y + z=v X-\-Y-^Z= V. 

La substitution (9) devient: 

( V = S,v 

et on en déduit la surface analytique, invariante par (9) et tangente au 
pian xOy, qui a pour èquation: 






g= g _g. {x-hy + zy+ g_g^ (g?4-// + g)' + 



La sèrie i* {x, y) s'obtient en rèsolvant cette èquation par rapport à z. 

Ainsi Vexistence d'une surface analytique invariante tangente au pian 
xOy est ét-aòlie en supposant que S* n'est pas de la forme S^S'P (a, p enr 
tiers positi fs ou nuls) et que \S\ et |5"| sont tous deux inférieurs ou tous 
deux supérieurs à 1 (*). 



les points du pian dont les coordonnées sont des nombres entiers positifs ou nuls: on est 
assuré qu'il en est ainsi si le coefficient angulaire de la droite est négatif (log S et log S, 
de méme signe) tandis que, s'il est positif et incommensurable, la droite passe aussi près 
qu'on le veut d'une infinite de sommets du quadrillage, d'après un théorème bien connu 
sur les incommensurables. 

(*) La proposition ainsi énoncée appelie de nouvelles recherches, que je dois me borner 
à signaler: 

1 .• Dans le cas où 1 est compris entre \S\ et | 5' | , la méthode ne s'applique plus et 
il resterait à étudier la sèrie dans ce cas: des difficultés de méme nature se présentent dans 
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19. Fort)ieò' canoniques de la sìibditution à trois variables. -- Suppo- 
soiis que les Irois racines S^S'jS" soieiit distinctes et qu'auciuie des trois 
raciiies ne soit le produit de deux puissances à exposants entiers positifs 
ou nuls des deux autres raoines. Il convieni, pour appliqiier la proposition 
précédente, de distinguer deux cas: 

Premier càs: \S\^ \S'\, \S"\ soni lons troia inférieurs on tous troia 
anpérieurs à 1. — La méthode précédente montre qu'il existe troia aurfacea 
analytiquea invariantes, et troia aeulement, paasant par le point doublé, uno 
tangente à chacun des plans de coordonnées. On démontrera alors, comnie 
dans le cas de deux variables (§ 7) qu'on peut ramener la substitution à 
la forme: 

X = x[S +F(x, y,z)] \ 

Y = y[S' + ^{x,y,z)] (10) 

Z=z[S" + e{x, y, z)] ) 

l\ <i>, étant trois fonctions nuUes pour x = y = z = et holomorphes dans 
le domai ne de l'origine. 

Les intersectìons mutuelles des trois surfaces invariantes piises deux 
à deux sont les trois courbes invariantes dont nous avons établi l'existence 
au g 17. 

Deuxième cas: Le nombre 1 eat compria entre la pina grande et la pina 
petite de^ quantitéa |S|, |*S'|, \S"\. — La méthode précédente ne démontre 
plus que l'existence (Vmie aenle anrface analytique inrnrinnte paaaant par 



rótiide (les points singuliers des éqiiations différentielles oìi l'ou rencoiilre des développe- 
ments dans les ternies desquels entreiit en déiiominateur des expressions de la forme 
« iSf, + /3 iS'a — iSj (a, P entiers) pouvant devenir aussi petites qu'ou le veut (Ct. Dulac, i?&- 
cherches sur les points siuguliers des équat. différentielles. Thèse 11KJ3, paji;e ^i). 

i2.® Dans le cas oìi l'on aurait S" = 5« S'fi {ou S=S'** dans le eas de 4 variables), le 
ealfiil de Za,^ conduit en general à une inipossibilité et il n'y a pas alors de solution holo- 
niorphe de Téquation fonetionnelle : exceptionnellement, il pourrait y avoir indétermination, 
le calcul formel donnerait une infinite de développenients qu'il y aurait lieu d'étudier au 
point de vue de la convergence: la (luestion analogue dans la théorie des points singuliers 
des équations différentielles a été étudiée par M. Bexdixon (Stockholm Ófv. 1894) et par 
M. HoRN {Journal fiir MatJiem, IH 96). 

3.' Enfio il y aurait lieu de traiter le cas oìi Tune au nioins des quantités \S\, \S'\ 
est égale à 1: le cas où |.S|, \S'\, \S"\ seraient tous les trois égaux à 1 présenterait saiis 
doute un intérét particulier, puisque c'est le seul cas où la substitution puisse etre stable, 
d'après les résultats obtenus par M. Levi Civita que j'ai cités dans Tintroduction. 
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le point doublé. Si Toa a par exemple: | iS |< 1< | S'l<| S'' |, cette surface 
est tangente au pian y z. 

Il y a deux aiitres développements susceptibles de représenler formel- 
lenient deux surfaces tangentes respectivement aux deux plans xOy et xOz: 
mais la méthode précédente ne perinet plus d'établir leur convergence. 

On ne peut donc plus aflfirmer dans ce cas que la surfiu*e invariante 
obtenue soit la seule. 

Dans ce cas, nous ramènerons la substitution à une forme canonique 
un p3u moins simple que dans le cas précédent. 

On peut tout d'abord amener la surface invariante à étre le pian xO y, 
en procédant comme dans le cas précédent. La substitution prend la formo : 

X = f (x, y, z) = f, (x, y) -^ z f, (x, y) -^ z^ f, (x, y) : - - 

r = 9 {x, y, z) = Oo (or, y) + z p, (x, y) -\- z' 9, {x, y) 4 • • • 
Z=^z^ì{x, y, z). 

II y a trois courbes invariantes par cette substitution (§ 17). Deux de ces 
courbes sont situées sur la surface invariante, qui est actuellement le pian 
z = Q: en efFet, la substitution, lorsqu'on l'applique à un point du pian 
xOy, devient la substitution à deux variables : 

X = U{x, y) Y = <f,{x, y). 

Il y a deux courbes C, C invariantes par cette substitution, une tangente à 
Ox ei Tautre k Oy: ces deux courbes sont évidemment deux des trois 
courbes invariantes par la substitution à trois variables. Il y a de plus une 
courbe invariante C" en dehors de la surface invariante. Nous allons amener 
ces trois courbes f\ C\ C" à devenir les trois axes de coordonnées. 
Soient : 

2f == i/ = '1 (ìt) = a, X* -\' OL^ x^ -u . . . 

les équations des courbes C, C et : 

</ ^ 0, (z) = {) x~ 0^ (z) = 

les éc|uations de la courbe C qui est tangente à z. 
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Faìsons le changement de variables suivant: 

u = y-b, {z) - oc, [x — e, {z)Y — a JiT — 0, {z)Y 

v=x-fì,{z)-^,[y-9,{z)y-^,[y-^A^)V 

fV = Z 

le méme changement etani effectué sur X, Y, Z qui sont remplacés par 

A la courbe invariante ar = y = ^(z) correspond : tt = w = 0. 

A la courbe invariante z = x = ^^{y) correspond : t' = w = 0. 

A la courbe invariante: y — 6, (2f)=0 x — f^^{z) = correspond: u = 
v = 0. 

Pour simplifier les notations, désignons encore par a?, y, z, X, Y, Z les 
nouvelles variables, au lieu de les designer par te, v, n\ U, V, W. Les courbes 
invariantes devant étre les axes de coordonnés et la surface invariante le 
pian xOy, la substitution prendra la forme : 

X = x[S '^F{x,y,z)] + yzf{x,y,z) \ 

y^y[S' +^ {x, y, z)] + zx(f {x, y, z) > (11) 

Z^zls'^ + eix, y, z)] ) 

F, *, e, /* et <p sont des fonctions holomorphes dans le domaine de l'origine 
et les trois preniières sont nuUes à l'origine. Les termes du premier degré 
dans X, Y, Z sont S x^ S' y, S" z^ car les racines de l'équation en S restent 
invariantes par tonte transformation ponctuelle régulière à Torigine. 

!20. ItéraUon d'un poinL — Servons-nous des formes canoniques ainsi 
établies pour étudier la disposition des conséquents et des antécédents suc- 
cessifs d'un point pris dans le domaine du point doublé. Nous supposerons, 
comme nous Tavons fait jusqu'ici, que les trois racines de l'équation en 5 
sont distinctes, ont des modules diflférents de et de 1 et qu'aucune des 
racines n'est égale au produit de deux puissances à exposants entiers posi- 
tifs ou nuls des deux autres racines. 



(*) Les formules du changement de variables permeUeiit dVxprìiner jc, y, s par des fonc- 
tions holomorphes de u, v, tv dans le domaine de l^origine, puisqui* le déterminant fonctionnel 
D(u, V, w) 



D(jr, y, z) 



a la valeur 1 poni* .r --y~ -z - 0. 
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Plusieurs cas peuvent se présenter et, dans ces divers cas, nous arri- 
veroiis à des résultats qui présentent une analogie frappante avec les ré- 
sulta ts obtenus par M/ Poincaré dans Tétude des courbes défìnies par un 
système d'équations diflférentielles du premier ordre dans le voisinage d'un 
point singulier (*). La raison de cette analogie sera expliquée plus loin 
(Chap. III). 

Prkmier cas : Les troia racines sont réelles et on a S < a$" <; S" i < 1 
Il y a alors trois surfaces invariantes 2, ^\ 2" et trois courbes invariantes 
C, C\ C qui sont les interseetions des trois surfaces deux à deux. 

En se servant de la forme canonique (10), on verrà, conmie dans le cas 
de deux variables (% 8), que les conséquents successifs d'un point suffìsam- 
ment voisin du point doublé ont pour limite le point doublé et qu'en ge- 
neral ils tendent vers ce point tangentiellement à la courbe invariante C" 
(correspondant à la racine S" de plus grand module). 

De plus, le pian détermirié par la tangente a C" et par le n." consé- 
quent à en general pour limite le pian tangent à la surface i: (celle des 
trois surfaces qui contieni C et C")\ en effet, en se servant de la forme 
canonique et en désignant par rf*, , f/„, z,, les coordonnées du h/ conse- 

— <ik" 

UT- 

fìxe inférieur à 1 et que par suite -' tend vers zero, c'est-à-dìre que le pian 

déterminé par O2? et par le n." conséquent a pour limite le pian y o z, 

Certains de ces résultats tombent en défaut si le point initial est pris 
sur l'une des courbes invariantes ou sur Fune des surfaces invariantes: alors 
le n." conséquent a toujours pour limite le point doublé, mais il se déplace 
en restant sur la courbe ou sur la surface invariante à laquelle appartenait 
le point initial, de sorte que les autres résultats tombent en partie : par 
exemple, si le point initial est pris sur 2:, le n' conséquent tend vers le point 
doublé tangentiellement à C et non plus à C". 

Deuxxème gas: leu trois racines sont réelles et on a: S ^ S' > 5"" >> 1. 
Dans ce cas, on obtient pour les antécédents successifs d'un point les ré- 
sultats énoncés dans le cas précédent pour les conséquents : il suffit de rem- 
placer la substitution par son inverse pour étre ramené au cas précédent. 



k étant un nombre 



(*) Poincaré, Sur les courbes défìnm par Us équations (ìiffèrentleUes. (4.« partie, Journal 
de Liouville, 1886). 

Annali di Matemaiica, Serie III, Tonio XJII. 7 
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Les deux preniiers cas sont les analogues du cas d'un noeud^ dans la 
théorie de M/ Poincaré (page ir>i du niémoire cité plus haul). 

TftoisiÈME cas: les modula des troia raciìies sont inférieurs à 1, niais il ij 
a deux racines iniaginaires conjaguées et une racine réelle: 6' , = 6" j < 1? 
\S"\<1. 

Il y a dans ce cas une seule surface réelle invariante :ì" et une seule 
courbe réelle invariante C qui est extérieure à 2" et qui est l'intersection 
des deux surfaces imaginaires conjuguées :s, i', 

En procédant comme au § 9, on mettra la substitution sous la forme : 

X-^iY=(x + iy)[\S\&^ + F(x, y, z)-i~i^(x, y, z)] \ 

X -iY={x -iy)[ ; S ; e"- +- F (x, y, z) - i c^ {x, y, z)] (1^2) 

Z=z[S".+ e{x,y,z)] ) 

et on déniontrera, comme dans le cas de deux variables, que les conséquents 
successifs tendent vers le poinl doublé. 

De plus le pian déterminé par la tangente à la courbe C et par le n" 
conséquent tourne indéfìniment autour de cette tangente, sans avoir de li- 
mite (§ 10). 

Quant à la droite qui joint le point doublé au n" conséquent, deux cas 
peuvent se présenter : 

Supposons d'abord jS <|6"'|: désignons par p, , g>,. , 5?,, les coordonnées 

semi-polaires du n" conséquent; on voit que ^-' tend e n general vers (il y 

a évidemment exception si le point initial est pris sur la surface z = on ^"). 
La droite qui joint le point doublé au n" conséquent a donc pour limite la 
tangente à la courbe C" (ou, sous la forme réduite, la droite Oz: p = 0). 

Supposons au contraire | S i > | S" 1 : -^"- croit indéfìniment; la droite joi- 

gnant l'origine au n' conséquent se rapproche indéfìniment de la surface 
z = ou i\ sans avoir d'ailleurs de position limite, puisque nous venons 
de voir que le pian déterminé par Oz ei par cette droite n'avait pas de 
position limite (il y a évidemment exception si le point initial est pris sur 
la courbe C*: p = 0). 

Dans le cas où \S\ et \S" \ sont égaux, nous ne pouvons plus rien con- 

clure pour la limite du rapport -^- • 

QcATRiÈME cas: les nwdules des trois racines sont sìipérieurs à 1, fnais 
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il y a deux racines imaginaires conjuguées et une racine réelle : ' -S" = S' ! >► 1 
S^>l. 

On obtient pour les anteeédeiits les résultuts obtenus daiis le Iroisième 
cas pour les conséquents. 

Le troisième et le quatrième cas soni les analogues du cas d'un foyer, 
dans la théorie de M/ Poincaré (loc. eit, pages 15H-16')). 

CiNQUiÈME cas: teff troÌH rachies soni réélles, deux inférienres a 1 et une 
supéri&nre à 1, en raleur absolne : \S \<.\S' \<Zi <C.\ S" \ . 

Il y a une seule surface invariante ^'^ passant par le point doublé, elle 
contieni deux courbes invariantes C, C et il y a une troisième courbe inva- 
riante C en dehors de ^\ 

Si un point est pris sur i", ses conséquents succossifs restent sur :ì" et 
ont pour limite le point doublé, la droite qui joint le point doublé au n'' 
conséquent ayq.nt une position limite: on voit en effet, en se servant de 
la forme canonique (11) que pour un point de 2", on re tombe sur le l.®*" cas 
de ritération à deux variables {§ 8). 

Mais si un point est pris en dehors de y.\ ses conséquents successifs à 
partir d'un certain rang sont situés en dehors du domaine de définition 
de la substitution et on ne peut plus rien dire. Gela résulte de ce que 
Ton a: \Zn+i\>k\z^\, k étant un nombre fìxe supérieur à 1. 

SixiÈME Oas: les trois racines sont réelles et Von a: | S | > ' 5" [ > 1 > | 5"' |. 

On obtient pour les antécédents les résultats obtenus dans le cinquième 
cas pour les conséquents. 

Ce cinquième et ce sixième cas sont les analogues du cas d'un col 
dans la théorie de M.' Poincaré (loc. cit., pages 155-158). 

Septième cas. Deux racines imaginaires conjuguées de module inférieur 
à 1 et une racine réeìh de modale sìipérieur à 1. I S i = ■ S' | <C 1 <C : 5" '. 
— On arrive aux mémes conclusions que dans le cinquième cas, sauf en ce 
qui concerne un point pris sur :l": les conséquents d'im pareil point tendent 
vers le point doublé, mais la (h'oite (jui joint un conséquent au point dou- 
blé, au lieu d'avoir uno position limite, tourne indéfiniment autour du 
j)oint doublé. 

HuiTiÈME CA8. Deux racines imaginaires conjuguées de module supérieur 
à 1 et une racine réelle de module inférieur à 1 : ; S i = , ^S' ' > 1 >> | S" | . — 
On obtient pour les antécédents les résultats obtenus dans le septième cas 
pour les conséquents. 

Le septième et le huitième cas correspondent au cas d'un col-foyer dans 
la théorie de M.'^ Poincaré (loc. cit. page 160). 
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21. Gas Oli la suhstitidion a une infìnilé de points doubles forma nt 
une surface. — Dans ce qui précède, nous avons considéré une substi- 
tution à trois variables dans le doniaine d'un poinl doublé isole. Il peul 
arriver que la substilution ait une infinite de points doubles formant une 
surface ou une courbe. 

Supposons d'abord que la substitution admette une snrfane de points 
doubles. Je dis qu'en tout point de la surface, ré([uation en S a une racine 
doublé é{^mle à 1. En effet, prenons un point quelconque de la surface pour 
origine et le pian tangenl conune pian des x y et soient; 

A^ = a X -\ by 4 e z \ • • • 
y =za X "-^ b' y -r e' z -^,- ' ' ' 
Z ==ax^b"y^c'z i ••• 

les équations de la substitution; les coordonnées des points doubles vérì- 
iient les équations: 

x:=ax -{-b y -^ cz ^' • ' 

y = a'x +Vy + c'z r • • • 

z = a"x + b"y-]- e" z ^ 

D'après l'hypothèse qu'il y a une surface de points doubles tangente 
au pian x y eu 0, ces équations doivent subsister lorsqu'on donne à x 
et à y des accroissenients arbitraires infiniment petits S x, S// et à z l'ac- 
croissement ^x = 0, On a donc, quels que soient Sa*, ^y: 

8x = a8x-\-b8y hy = a'^x -\- b'^y = a"8x-{-V8y 
d'où: 

a=l b = a=0 b'=ì a" = 6" = 

et les équations de la substitution devrennent: 

X = X ^- e ^ -i • • • 
Y^y-\ cz - ... 
Zr= s"z-\---- 

e z e z 

En reniplacant x et y par x -j v^,7 ^ et par y r ^,„ . et en effectuant 

ò — 1 ò — 1 



Digitized by 



Google 



ou une surface invariante par une transformation. 53 

le inéine cliaiigement do variables sur A", Yj res ócjviations prennent la 
forme: 

X^x M ... 

Z=S"Z'\ •.. 

los termos non écrits élant de dogré supórieur au premier. Sons cotte 
formo, on volt immódiatement (|uo denx des raoines N, S' sont ógalos à 1 
et nons snpposerons la troisième racine S" diflféronte de 1. Il est facile de 
chercher les courbes et les siirfaces analytiqnes invariantos passant par 
rorigiiie. La surface des points doidjles est une première surface invariante 
et tonte courbe tracée sur cotte surface est une courbe invariante. Tonte 
antro courbe analytique invariante doit otre tangente à O^r et comme la 
substitution (13) a la forme (3), nous pouvons appliquer à cette substitution 
la méthode des §§ 17 et 18, quoique l'équation en S ait acluellement une 
racine doublé: on voit qu'il existe une courbe invariante tangente à 0^?, 
puisque 1— S"" n'est nul pour aucime valeur de h. On obtient donc les 
résidtats suivants: 

Lorsqu'une substitution à trois variables possedè une infinite de points 
doubles fonnant une surface, par toul point de cette surface passe en general 
une courbe analytique invariante non située sur la surface. On voit qu'il y a 
en outre une infinite de courbes analytiqnes invariantos, ce sont tontes celles 
qu'on peut tracer sur la surface des points doubles; il y a aussi une infi- 
nite de surfacos analytiqnes invariantos obtonues en associant les courbes 
analytiqnes non situóes sur la surface des points doubles, de fa^on à co 
qu'elles formont des surfacos analytiqnes. Les points doubles pour lesquels 
la racine S" sorait aussi égale à 1 sont des points exceptionnols dans lo 
domaino desquels los résultats précédonts ne s'appliquent j)lus. 

^H. Cas oh la substitution a une infinite de points doubles formant une 
courbe. — En tout point de la courbo des points doubles, l'équation en S a 
une racine égale à 1. En effot, si on prond ce point couniie origine et la 
tangente à la courbe doublé pour axe des z on doit avoir, en conserva nt 
los notations du paragrapbo j)récédont : 

cSs = {) c^z = f'iz = c'^z 

quel quo soil ^ z, d'où : 

e =.-,() c=0 e" = 1 
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et la sxibstiliition prend la forme : 

y = a' ic -\-V y -\ 

Z = a'x^rh" y-\-z-^, 

L'equatiori eri S a une racine égale à 1. Si on suppose les deux autres 
racines distincles et diflférentes de 1, on peut, par un clmngement de varia- 
bles linea ire, ramener la substitution à la forme : 

Z= ;r 4- . . . 

Il résulte alors du §. 17 que par tout point de L: courbe C des points 
doubles passent en general deux courbes analytiques C\ C invariantes par 
la substitution: il ne peut y avoir exception qu'en un point où les racines 
S et 5" seraient égales à zero ou à di 1 ou en im point oìi S et S' seraient 
confondues. 

Quant aux surfaces invariantes, il en passe d'abord deux par tout point 
de la courbe C des points doubles : ce sont les surfaces engendrées par C, 
C" lorsque se déplace sur la courbe C: il résulte en outre du § 18 qu'il 
passe une troìsième surface invariante par 0, si \S\, 5" | sont tous deux 
supérieurs ou tous deux inférieurs à 1. Ainsi : 

Par tout point de la courbe des points doubles passent deux ou trois 
surfaces invariantes par la ^substitution. 

L'étude de l'itération d'un point pris dans le voisinage de la courbe 
(les points doubles est facile: elle so fait comme dans le cas de deux va- 
riables (§ 11). Soit Ali un are de la courbe des points doubles le long 
duquol S' et \S" sont inférieurs à 1: on peut definir un domaine entou- 
rant A lì et tei que les conséquents successifs de tout point de ce domaine 
tendent vers un point de l'are A B en restant sur une surface aualytique 
invariante: ces conséquents tendent vers suivant une direction déterminée, 
si 'S\ et ,S'' sont réels et tournent au contraire indéfiniment autour de 
si \S: et ' S". sont iniaginaires. Si S et S' \ sont supérieurs à 1 le long 
de l'are A 7?, les résultats ])récédents s'appliquent aux antécédents. Enfin 
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si iS\ et \S'i comprennent 1, les conséquents et les antécédents, à partir 
d'un certiiin rang, sortent du domaiiie et oii ne peuL plus rien dire. 

L'étude de Fitération dans le voisinage d'une siu-face de points doubles 
est immediate et nous ne nons y arrèterons pas. 

Ces resulta ts prése ntent encore une analogie frappante avec les résul- 
tats étiiblis par M/ Poincaré dans l'elude des couibes singulières d'un 
système de deux équations différentielles du premier ordre à trois variables 
(loc. cit. pages 1()2-167). 

23. Points limiles oscillants ou à convergence irrégtiliòre. — Les résul- 
tats énoncés. dans le cas de deux variables (Cliap. I § 15) s'étendent immé- 
diatement au cas de trois variables: on généralise la notion de point doublé 
d'une substitution en introduisant des cycles de p points permutables cir- 
culairement par la substitution: par ces points passent en general trois 
cycles de p courbes et, suivant les cas, trois cycles ou un cycle de p surfaces 
se permutant circulairement par la substitution. 

La traduction analytique de ces resultats au point de vue des équations 
fonctionnelles n'offre aucune difficulté et nous ne nons arréterons pas plus 
longtemps sur ce cas de la convergence irrégidière. 



CHAPITRE III. 

L'ÉQUATION DE ScHRCEDER. — AnALOGIES ENTRE LA THÉORIE DE t/itÉRATION ET 
LA THÉORIE DES POINTS SLNGULrERS DES ÉQUATfONS DIFFÉRENTIELLES. 

24. Détermi)iation des courbes et des surfaces invariantes à Vaide de Vé- 
quation de Schrceder. — Nous avons déterminé les courbes et les surfaces 
analytiques invariantes par une substitution à deux ou à trois variables et 
passant par un point doublé de la substitution. Cette recherche peut se rat- 
tacher à l'étude des équations d'AsEL et de Schrceder relatives à la substi- 
tution. 

Soit par exemple une substitution à trois variables 

X = f{x, y, s) y = 9 (x, y, z) Z=H {x, y, z), (1) 

L'équation de Schrceder relative à cette substitution esf l'équation fonc- 
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lionnelle siiivante: 

où ó désigne la fonctioii iiiconmie et A: une constante. 

L'équation cI'Abel se dédiiit de l'équation (1) en posant: 

V, {X, //, 2r) = logv(ur, //, -) 
ce qui donne : 

^i \f(^', Ih ^)^ ? (^, /A ^\ ^ (J^, //, -sr)] =- 'I, (.r, //, 2^) ^ log A:. 

Dans le cas d'une variable, l'équation (:ì) devient : 

Elle a été étudiée dans levoisinage d'un point racine jr'o'de Técfuation 
f{x) = x par M.'* Kcenios, dans le cas general où /"(ìTo), ^st diflférent de l 
et de 0, par M/ Grévy et M.*' Leau dans ces deux derniers cas (*). 

Dans le cas de n variables, les équations d'ABEL et de S(;hr(Edek ont 
été étudiés par MJ Leau. Gonsidérons l'équation en S relative à un point 
doublé de la substitution, supposons que les racines Si, S..,.--? S„ de cette 
équation soient distinctes, toutes inférieures o\\ toutes supérieures en mo- 
dule à 1, et qu'aucune des racines ne soit égale à un produit de puissances 
entières des autres racines. Mj Leau démontre que l'équation de ScHRai:DER 
adniet alors n solutions holomorphes dans le doniaine du point doublé et 
telles que les dérivées premières ne sont pas toutes nuUes au point doublé; 
pour ces n solutions, la constante k a respectivenient les valeurs S, , 
.S,,..., SA*% 

Ce résultat perniet de definir les courbes et les surfaces analytiques 
invariantes passant par un point doublé. Soit par exemple la substitution (1). 



(*) KcENiGS, liecheì'clies sur les substitutions unlfwmes (Bullel. (Ics ScitMicos Malliéma- 
ti((ues, 188.3. — lìecherches sur les équations foncfìoniielles (Aunalos de l^Aolt* Normalo, IBSt). 

Grkvy, Sur les équations fonctionnelles (Annaics de TEcole Normale, KSHi). 

Leau, Etude sur les équations fonctionnelles (Annales de la faculté des Sciences de 
Toulouse, 1897). On ti'ouvera dans ce dernier niémoire rindication des travaux antérieurs 
faits à ce sujet par plusieui-s autres geoniètres. 

(**) M.r Leau traile aussi le cas où Lea racines ne sont \n\s distinctes et le cas od cer- 
taines des racines sont des produits de puissances entières dea autres racines: mais nous 
laisserons ces cas de coté cornine nous l'avons fait dans les chap. I et II, 
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D'après le Ihéorème de M/ Leau, il existe trois fonclions holomorphes ^i, 
Ì3, ^8, vérifìant les équation déduites de l'équalion (2) en donnant respecli- 
vement à k les valeurs ^S», S^, S^. Il est évident, d'après ces équations (2), 
que les équations: 

^i {^y y, ^) = ^, (u?, //, z) = ^3 (^', y, 5?) = 

défìnissent trois surfaces invariantes par la substitution (2) et passant par 
le point doublé et cornine les dérivées partielles du premier ordre de ^,, 
^^y ^s ne sont pas toutes nulles au point doublé, ces équations définissent 
Fune des coordonnées en fonction implicite des deux autres dans le domaine 
du point doublé. 

Ain»i, en égalant à zèro les trois solutions holonwrphes de Véquation de 
Sghr(EDER, on dHerwine, sous forine implicite^ les trois surfaces afuilytiques 
invariantes par la substitution (l) et passant par le point doublé. Les trois 
courbes invariantes sont les intersectioìis de ces surfaces deux à deux. 

Mais la méthode précédente ne s'applique pas au cas où les modules 
des racines sont les uns inférieurs et les autres supérieurs à 1 : dans les 
deux chapitres précédents, nous avons pu definir, dans ce cas aussi, des 
courbes et des surfaces invariantes. 

25. Démonstration de Vexistence des solutions de Véquation de Schr(Eder. 
— M/ Leau a démontré les résultats énoncés au paragraphe précédent en 
considérant Téquation de Schrceder comme un cas particulier d'équations 
fonctionnelles plus générales qu'il a étudiées dans le travail cité plus haut. 
Mais on peut obtenir les solutions de cette équation par la méthode méme 
qui a servi à M.' Kcenigs dans le cas d'une variable, en employant les for- 
mes canoniques de la substitution que nous avons données aux §§ 7 et 19. 
Nous allons étendre ainsi la méthode de M.^ Kcenegs au cas de plusieurs 
variables. 

Rappelons d'abord la méthode employée par M.' Kcenigs dans le cas 
d'une variable (*), en modifiant légèrement les notations. Etant donnée la 
substitution à une variable: 

X = f(x) =Sx-r oLx' 'r-?>x'-^, 

désignons par x„ le m' conséquent du point x: Mj K(ENigs démontré que 



(*) BuUet. des Sciences Maikématiques, 1883, pages 345, 346. — Annales de l' Ecole Nor- 
male, 1884. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 8 
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OCr 

l'express ion r-^",, > en supposant S\<i\^ a une limite pour n infiiii et que 

cette limite est une fonction ^(a?) holomorphe dans le domaine de l'origine 
et vérifìant l'équation: 

En outre: 

•y'(0) = l. 

Considérons de méme une substitution, à trois variables par exeniple, 
supposons que les racines de l'équation en S soient inférieures en module 
à 1 (*) et qu'aucune des racines ne soit le produit de deux puissances à 
exposants entiers des deux autres racines: on a vu (§ 19) qu'on pouvait 
ramener la substitution à la forme: 

X = S,x\i^ F (X, y, z)] Y = 5, //[Ir <^ (x, y. z)\ 
Z = S^z[ì — ®{x, 1/, z)\ 

F, *, étant trois fonctions de Xj y, z liolomorphes et nuUes à l'origine. 
Si Fon désigne par x„, y„, z„ les coordonnées du n" conséquent du point 
Xj y, z, on a: 

x„==S:x[l^-F(x, y, z)][i~r'F{x,, y,, z,)]... 

X 

Noiis cUlonts proti ver que -J- a une Umile pour n hifini: cela revient à 
établir la convergence du produit intlni dont le terme general est 

l-ìrF{x,., y„, z„) 

ou de la serie dont le terme general est \F{x„^ //„, z,)\. On peut trouver 
deux nombres positifs M et p tels que l'on ait, dans un domaine sufFisam- 
ment restreint autour de l'origine: 






(*) Le cas oCi les racines seraieiit supérieiires en module à 1 se ranièiie à celui-ci eu 
remplagant la substitution donnée par son inverse. 



Digitized by 



Google 



Oli une stiìface invariante par une transfornmlion» 



59 



On est donc ramené à déinontrer la convergence de la serie doni le tenne 
general est: 

,, __ it/l^[i>«.:n-ii/.,-4-|^., | 

Supposons d'abord qiie le point initial n'appartienne pas au pian ;? = 0: 
alors z„ n'est pas nul et on a vu (§ 20, 1.^'' cas) (jue le n* conséquent d'un 
point n'appartenant pas à la surface invariante sr ™ tendait vers l'origine 

/li ^ 
tangentiellement à l'intersection z des deux aiitres surfaces : ^" et ]^ ont 

donc polir limite zero; il en résiilte (|ue le rapport : 










X 


». ^1 
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i/„ 
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</-n 



.h!J 



2» 

a la ménie limite que le rapport -^^ , c'est-à-dire ' S» qui est inférieur à 1: 

la sèrie est donc convergente. 

Si le point initial appartient à la surface 2? = 0, on a 2?„ = quel que 
soit n et le terme general devienti 



ti.. 



On démontrera comme précédemment que -^^ a méme limite que 



M« 



y^ 



Vn 



cette limite est i S^ I qui est inférieur à 1 et la serie est convergente. Il y a 
encore exception si le point initial est pris sur la courbe y = z = 0, Le 
terme general devienti 

3/p x^\ 



n„ 



1 — fi I ^.. 



ti. 



et le rapport -^^ a pour limite \S, . 



u 



Ainsi, dans tous les cas, le rapport -^ a une limite qui est j Sa |, | S. | 



ti. 



ou S, ' : cette limite étant inférieure à 1 dans les trois cas, le produit infìni 



a;« 



est absolument convergent. Il en résulte que J'„ a une limite que nous dé- 
signerons par ^ {x, y, z) et qui possedè les propriétés suivantes; 
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or 
La limite ^ (j?, y, z) de ~ est une fonction holoinorphe dans un certaln 

domaine autour ds Vorigine^ elle est nulle sur la surface invariante x = 0, 
ses dérivées partielles i'^, ^\ soni nulles à l'origine, tandis que ò\ est diffé- 
reni de zero et enfin elle vérifie Véquation de Schrceder : 

^'[S,x(ì + F{x, y,z), S,y(ì + ^(x.y, z), S,5?(l +e {^r, y, 2?)] = 

= S, i (ir, y, z). 

Nous nous bornerons à démontrer ce demier point, les dénionstra- 
lions de ces proposilions étant les généralisations immédiales de celles que 
M/ K(ENias a donaées dans le cas d'une variable(*). Posons: 

La fonction f^(x^ y, z) a pour limite ^{x, y, z), On a: 

r.H(^, 2/, ^) = |:ÌT=7-^/J'S,a;(l+n 5,1/(1 f<i>), s,z{l + e)] 
et d'autre part : 

/■«+! {x, y, z) = ^,^ X S, x„[l+F (x„, y,, z„)] = f, {x, y, z)[ì+F {x„, y„, z^] 

d'où l'identité: 

^^f^[S,x{i + F), S,y{ì+^l S,z{ì+e)] = f„{x,tj,z)[ì+F{x„,y^,zJl 

Lorque n cróit indéfìniment, on obtient en égalant les limites des deux 
membres: 

^ [S, X (1 +F), S, ^.(1 + *), S,z{{-\- 0)1 = S, ^ (.r, y, z). 

La proposition est donc démontrée. 

u z 

On déniontrerait de ménie que ^*|. et ~„ oiit des limites qui sont des 

ò a O a 

fonctions holomorphes vériiìant l'équation fonctionnelle (2) dans laquelle on 
donne à k les valeurs S^^ S^. 



(*) Annaìes de VEcole Normale, 1884 (§§ IH, IV, VI). 
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20. NoHvelles formes oanoniqnes cVnne substUution dans le cas oh Ics 
racine.^ de Véquation en S sont toutes inférienres oìì ioiites super ieures en 
valeur absolue à VnniUK — Coiitinuons à raisonner dans le cas de trois 
variables. Si on suppose S, , S., , S^^ inférieurs (ou supérieurs) toiis les 
trois à 1 et si aucuue des racines u'est égale au produit de deiix puis- 
sunces eiitièi'es des aulres racines, on peut inettre la substitution sous la 
forme cauonique viie au § 19: 

On peut, en se servant des solutions de l'équation de Schrcedeh trou- 
vées au paragraphe préeédent, donner une forme encore plus simple à la 
substitution, forme signalée par M. Leau dans le travail déjà cité (*). 

Nous avons démontré l'existeiice de trois fonctions holomorphes '>{/, {x, t/, z), 
^2 (^, y, 5?), '}s (j^, y, 2?) vérifìant trois équations de la forme: 

^ [x (S, + F (X, y, z))\ y {S, + c^ (or-, y, z)), z (S, -^ (x, y, 0)] = fc i (x, y, z) 
où la constante fc a respectivement les valeurs iSi, Sa, S». Posons: 

^1 (i», y, z) = u ^|/., (X, y, z) = v ^s (i^, y, z) = w 
et pareillement: 

•;, (X, Y, z) = u i, (X, y, Z)=v ^3 (x, r, z) = w, 

Ces équations définissent x, y, z en fonction holomorphe de u, v, w dans 

le domaine de l'origine, car le déterminant fonctionnel -^^V^ — — r n'est pas 
^ D (X, y, z) * 

nul à l'origine, à cause des valeurs trouvées au paragraphe précédent pour 
les dérivées partielles des fonctions ^. Si on effectue le changenient de varia- 
bles ainsi de fi ni, la siibslitution pretta la forme: 

U = S,u V = S,v W=S,w, 

Telle est la forme canonique de la substitution signalée par M. Lkau. 

27. Équation generale des courbes invariantes par une substitution à 

deux ou à trois variables. Le résultat que nous venons d'énoncer nous 

permet de trouver aisément la forme generale des équations d'une courbe, 

aìtalytique ou non, invariante par une substitution à deux ou à trf)is va- 



(*) Leau, loc, cit, Chap. IV, § 1, 
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riables, daiis le cas où la forme canoiii(|ue quo rioiis venons do trouver est 
valable. 

Soit d'abord une substituliou à deux vaiiables, ^, {x, y) et i.. (jr, y) les 
deiix Solutions de l'équation de ScHRa:DER. Si nous posons: 

4'. {-^'y y) = ^* Vi (-^^ y) =" '' 

le problènie se ramène à la reclierche des courbes in varia ntes par la sub- 
stitution : 

IJ^S.n V=S,v 

problème traile comnie exeniple au § 13. 

I/équation f^énérale d*une courbe invariante est: 

r = u^^'"'''* X wiog5, (log n) 

wiog.Sj (t«) désignant mie fonction périodique arbitraire, de période log Si. 
On voit aisement qu'on peut donner aussi à cette équation la forme plus 

symétrique: 

1 1 

i'''^''' coiogc^ (log V) = n'""^^^ a),oK.s (log ^') 

en désignant en general par w^(ir) une fonction arbitraire de x admettant 
la période a. 

Si on revient aux variables x et y^ on voit qiie Véquation generale des 
courbes invariantes par une substitution à deux variables est, dans le cas crìi 
Si , ì iSa sont inférieurs {ou super ieurs) à 1 et où aucune des racines n'est 
une pìiissance entière de Vanire racine: 

1 1 

[4-. («=, nf' "io..«. (log <;-. ) = [h (^, yp'' «iok^. dog <!/.) 

oh il et ^,i désignent deux fonctions holomorphes fixes et 6>„ (x) une fonction 
arbitraire de période a, 

Dans le cas de trois variables, on trouve un resultai analogue. Le pro- 
blème du § 13 se traile, pour trois variables, comme pour deux et les cour- 
bes invariantes ont pour équations générales: 

t ì 

f'I'. (•«, V, =')f^' ««logs. (log-;,) = f-j/, {X, „. ^ll'-^^-w.o.s. (logJ-.) = 

_J 

= ^,(;r, y, 2)f«*'(o,„,^,(log'i,). 
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La méthode ne s'applique pas au cas où les racines soni les unes ìnfé- 
rìeures, les autres supérieures à 1. 

28. Analogies entre la théorie de Vitération et la théorie des courbes 
défìnies par une éqiiation différentielle dans le domaine d'un point singulier. 
— L'elude des équations différenlielles du premier ordre dans le domaine 
d'un point singulier conduit à des resultate qui présentent une analogie 
evidente avec les résultats que nous avons obtenus dans la théorie de l'ilé- 
ration à deux et à trois variables: c'est ainsi que dans l'étude de l'itération 
d'un point, dans le cas de trois variables (§ 20), nous avons été amenés à 
distinguer plusieurs cas qui correspondent aux divers cas envisagés par 
M/ Poincaré dans l'étude des trajectoires d'un système d'équations ditfé- 
rentielles du premier ordre à trois variables (*); la forme des équations 
générales d'une courbe invariante par une substitution trouvée au para- 
graphe précédent se rapproche également de la forme des équations d'une 
trajecloire dans le cas d'un noeud, Nous allons voir la raison de cette 
liaison entre les deux questions et montrer que le cas des équations diffé- 
rentielles se présente comme un cas limite de la théorie de l'itération et 
des équations fonctionnelles qui se rattachent à cette théorie: nous retrou- 
verons ainsi plusieurs résultats de la théorie des équations différentielles. 

Nous raisonnerons d'abord dans le cas de deux variables. 

Considero ns la substitution: 



où ^t dèsigne un pararaètre que nous ferons tendre ensuite vers zèro. 

Les points doubles de cette substitution sont donnés par les équations: 

f(x, 7/) = ?(ar, y)^0. 
En supposant le point doublé à l'origine, / et o ont la forme: 
f{x, y)==^ax + by \ 9 (a^ y) =. a' x rbfj^, 



(*) PoiNCAKK, Sur les courbes (Ufinie^ par les équatioihs différentielles, (4.» partie, Journal 

de Liouvìlle, 188()). 

Pour l'étude des poìiits singuliers des équations différentielles, voli* aussi : 

Picard, Tratte iVAnalyse. Tome III {Cìtap, 1 et II et surtout le Chap. IX, relatif aux 

points singuliers des integrales réelles, qui contient les principaux résultats établis par 

M.r Poincaré dans le cas de deux variables, en particulier la définition des noeuds, des 

cole et des foyers). 
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Supposons les racines >,, X., de l'équation: 

-k' — ia-rb')!-'; ab' — ba=0 

distiuctes. On pourra, par un changement de variable liiiéaire, ramener 
/■ et © à la forme: 

et la substitution (3) devieiit: 

X = x r (^1 J? -i ) ^ t 

Y=y~Ck,y + '')^L 

Les racines de l'équation en S relative à cette substitution soni: 

S, = 1 + X, S t S, = i^XjL (4) 

Soit // = H^) ^"^^ courbe analytique invariante par la substitution. La fonc- 
tion ^{x) vérifìe l'équation fonctionnelle: 

^x \^-f(x, y)^f] = 2j^^(x, y)8t (5) 

dans laquelle on doit supposer y remplacé par i (x), En développant les 
deux niembres par rapport aux puissances de S t, elle devient : 

f (^) fi:^y y)^H — = 9{^y y)^t-\ — 

d'où en divisant les deux membres par 8t, en faisant tendre S< vers zèro 

et en rempla(jant y {x) par —- : 

Ci- X 

f(x, y) r, (a., y) ^ ^ 

Aijisi : 

1/éqiiatioìi fonctionnelle qui (Mfinit une cmirbe invariante par (3) devient 
à la limite Véqnalion différentieìle (6); les conrbes invarianles par (5) devien- 
nent les conrbes définies par cette équation différentieìle; les points doubles de 
la substitution (3) deviennent les points singuliers de Véquation différentieìle, 

Pour obtenir une courbe invariante par une substitution, il suffit, comme 
on l'a vu (§§ 1 et 14 bis), de considérer un point Po et ses conséquents 
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P,, Pg,.-- ainsi que ses antécédents P_,, P_2V9 de joindre Po Pi par un 
are de courbe : les arcs transforinés de Po Pj par la substitution doniiée ou 
par son inverse sont des arcs PiP^, P^P:,,,,. et PoP_,, P_iP_2v qui par 
leur ensemble constituent une courbe invariante. Lorsque, dans la substi- 
tution (3), on fait tendre ^t vers 0, un point se rapproche indéfìniment de 
son conséquent et, à la limite, les antécédents et les conséquents successifs 
de Po P, constituent une courbe intégrale de Téquation différentielle (6). 11 
en résulte que, dans le voisinage d'un point singulier, les courbes intégrales 
présenteront plusieurs dispositions difterentes suivant les diverses disposi- 
tions qui se présentent dans l'itération d'un point pour les conséquents et 
les antécédents successifs (§§ 8 et 9). 

Dans rétude de l'itération d'un point, on a suppose Si=\==Si, ce qui, 
d'après les valeurs (4) de S, et de iSg, conduit à supposer X, =|=Xg; de plus, 
aucune des racines n'était une puissance entière de l'autre: or, l'égalité: 
1 4- X, S ^ = (1 + ^2 S ty devient a la limite: X, = nX^ et on est conduit à sup- 
poser que -^ n'est ni un entier positif, ni l'inverse d'un entier positif: c'est 

A 2 

bien là une hypothèse qu'on est conduit à faire dans la théorie des points 
singuliers (Voir Picard, Analyse Tome III, Ghap. IX, § 3). 

Ges hypothèses faites, la discussion des §§ 8 et 9 conduit à distinguer 
trois cas: 

1. X, ef X^j réel^ et de ìnème signe, D'après les valeurs (4) de S^ et de 
^2 9 ces dernières quantités sont alors toutes deux supérieures ou toutes 
deux inférieures à 1: on est donc dans le premier ou dans le deuxième 
cas du § H et les conséquents ou les antécédents successifs d'un point 
tendent vers l'origine: il en résulte que tonte courbe intégrale suffisamment 
voisine de V origine passe par ce point: l'origine est un noeud (Picard, Gha- 
pitre IX, § 3). 

2. \ et \ réels et de signes contraires. Si et S^ sont alors l'un supérieur 
et l'autre inférieur à 1; dans ce cas (§ 8, 3* cas), il y a deux courbes C et 
C telles que les conséquents successifs d'un point de C ou les antécédents 
successifs d'un point de C tendent vers l'origine, mais si le point initial est 
pris hors de C ou de C les conséquents et les antécédents successifs à 
partir d'un certain rang sortent du domaine de l'origine. A la limite, on 
voit que l'équation différentielle (6) admet deux intégrales réelles et deux 
seuleinent passant par le point singulier: c'est le cas du col (Picard Gha- 
pitre IX, § 4). 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 9 
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3. \ et Xo miaginaires conjugués, Les racines S, et S^ sont alors ima- 
ginaires conjuguées: les antécédents ou les coiiséqueiits successifs tournent 
autoiir de rorigine à la fagon de points distribués sur une spirale Ioga- 
rithniicjue (§ 9). A la limite, toute courbe intégrale se rapprochant sufflsanir 
ment de V origine adinet ce point comme point asymptote: on retrouve le cas 
d'un foyer (Picard, Ghap. IX, § 5). 

Revenons au premier cas (k^ et l^ réels et de méme signe): les racines 
Si et S.i étant toutes deux inférieures ou toutes deux -supérieures à 1, les 
courbes analytiques invariantes par la substitution (3) et passant par l'ori- 
gine peuvent étre déterminées, soit par l'équation fonctionnelle (5), soit sous 
forme implicite à l'aide de l'équation de Sghkceder (§ 24). Voyons quels 
résultats nous fournit à la limite cette dernière équation: elle a actuellement 

la forme: 

i[^ + (A^^ + . ..)§«, y^{-k,y-r--')^t] = K^(x, y) (7) 



ou 



'H^, i/)"H||(^x + ../)S^h||a,// ^...)S<-r..-=/vM^S y). 



Posons: 
L'équation devient: 



1 + p 8 <. 



En divisant les deux membres par S t et on faisant tendre ^ t vers zèro, on 
obtient : 

(^..'^ + ---)f-J; + (^.!/4---o|| = P';(^, Z/). (8) 

C'est une équation aux dérivées partielles qui jou-e un róle important dans 
la tliéorie des points singuliers (Voir Picard, Analyse III, Chap. I, § 3). 

L'équation de Schrceder (7) a, comme on l'a vu au § 26, deux solu- 
tions holomorphes J/^ {x, y\ òg (x, y) pour lesquelles la constante K a re- 
speclivement les valeurs S, = 1 -f- Xj S < Sg = 1 -r X^ X <. A la limite, l'équation 
(8) a deux solutions holomorphes obtenues en prenant pour p les valeurs 
X,, >2 : ce sont bien les conclusions auxquelles on arrive dans la théorie 
des points singuliers (Picard, Chap. I, §§ 3 et 7; Ghap. II, § 1). 

Ainsi, Véqiiation fonctionnelle (5) et Véquation de Schrceder (7) jouent 
Vinte par rapport à Vautre le imme róle que Véqìiation différentielle (6) et 
V équation aux dérivées partielles (8) Vane par rapport à Vautre, 
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Enfìn, noiis avons établi au § ^11 la forme frénérale de l'éqnation des 
courbes invariantes par la substitution. Cette eqiialion est: 

1 1 

(•It 0^, y)p^' co,,,s, («og +.) = [h (^, y)t'^' ^ioK5. (log i,) 

wiog^i M et wiog^j, (j?) désipnant deux fonctions arbitraires de périodes respec- 
tives log S, et logSji ces fonctions deviennent, lorsque S< tend vers zero, des 
fonctions de période zero, c'est-à-dire des constantes et l'équation précédente 
devient 

A f^. (0-, y)f^'-^'^ = A. [J,. (X, 2,)]^^>) 

et on en déduit, en élevant les deux membres à la puissance S < et en fai- 

sant tendre S t vers zero : 

t 1 

On retrouve la forme de l'intégrale generale d'une équation différen- 
tielle (6), dans le cas d'un noeud, qui résulte d'un tbéorème general dil à 
M/ Poincaré (Voir Picard, Gh. I, § 7 et Gh. IX, § :}). 

i29. Les mémes analogies entre la théorie des points singuliers des 
équations diflférentielles et la théorie de l'itération se présentent dans le 
cas de trois variables. Gonsidérons la substitution: 

Soient y =: ^{x) 3 = 1 (x) les équations d'une courbe invariante par 
cette substitution. Les fonctions J/ et yj vérifient le système d'équations fonc- 
tionnelles: 

^[x+{\x+-^)8t]=^y~^{\y + ''')8t 

dans lesquelles y et z sont mis pour abréger à la place de ^ (x) et de x {^)- 
Lorsque St tend vers zèro, ces équations deviennent, comme dans le cas 
de deux variables: 

^'{x)X[\x + '"] = \y-^'' 

X{x)X\\x-^, ] = >, 2? -j 
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c'est-à-dire: 

(Ix dy d z 



^1 i» H >^2 y H >a 5? + . 



(10) 



Les courbes iavariarites par la substitutioii (9), qui admel rorigine pour 
point doublé, deviennent donc les intégrales du syslèine (IO) qui a un point 
singulier à l'origine. 

Sòit de méme: 5? = ò(a?, t/) l'équation d'une surface invariante par la 
subslitution (9): la fonction 'It vériiie l'équation fonctionnelle : 

^ [x ^- (Ai x--\ ) X <, // H (X, y -\ )^t] = 'k,z^ ■ . . 

qui devient à la limite: 

{\x + ...)l^ + CK,t,+ ...)lj = -K,z + ... (11) 

C'est l'équation aux dérivées partielles des surfaces engendrées par les courbes 
intégrales du système (10): les intégrales de cette équation (11) se présentent 
donc comnie limites des surfaces invariantes par la substitution (9). 

La discussion du § 20 relative à l'itération d'un point par une sub- 
stitution à trois varial)les conduirait à distinguer les quatre espèces de 
points singuliers envisagées par M/ Poincaré dans l'étude des intégrales 
du système (10), les nceuds, les coUs, les foyer s et les cols-foyers, Nous ren- 
verrons pour cette étude au mémoire de M/ Poincaré < Sur les courbes 
définies par une équation di fférent ielle » (Journ. de Liouville 1889); on verrà 
aisément comment les résultats qui y sont établis résuUeraient de l'étude 
de l'itération d'un point, connne dans le eas de deux variables. 

Bornons-nous à indiquer comment on peut déduire de la théorie de 
l'itération la forme des équations d'une courbe intégrale dans le cas d'un 
nceud: ce cas est celui où >,, Xa, A3 sont positifs et par suite S, = 1+X, S< 
aS-ì = 1 -f-Xs X< S3 = i -[-"ki^t tous les trois supérieurs ou tous les trois in- 
férieurs à 1. On a vu au § 27 que les équations générales d'une courbe in- 
variante sont: 

i^_ i^_ 

[i (*, y, z)^^'-*-'-'^ X «log*. (log ^.) - II. {x, y, ;r)]'<'«*'+^>) X «log*, (log i) = 



[i (*, y, z)^^'^'^ X "log/?, (log u 
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Lorsque S/ lend vers zero, les fonetions w deviennent des coiistantes A^, 
A.,, A:ì et, en multipliant les trois inembres par S/ et faisant tendre 8t vers 
zero, on obtient la forme generale suivante des équations: 

1 1 1 

-It fy. (^, y. z)f^ =- A., [i, ùs v/, z)]'- - A, [;, (x. Il, z)f 

hi ^2, ^3 désijJTiiaat trois fonetions holomorphes et yl,, xL, .1» des constantes 
arbitraires. Ce sont, aux notations près, les équalions générales données par 
M.»^ Poincaré pour les courbes intégrales du système (10) (*). 

Le cas où la substitution (9) aurait une infinite de points doubles for- 
mant une courbe conduit à la limite au cas où le système (10) aurait une 
courbe singulière : les résultats du § !2i2 nous donneraient ainsi les résultats 
établis par M/ Poincaré, pour le cas d'une courbe singulière, dans le mé- 
moire déjà cité plusieurs fois (**). 



(*) PoiNCABÉ, Sur les propriétés des fonetions déflnies par les équations aux différences 
partieUes (Thèse, Paris, 1879, page 70). 

(**) Journal de Liouville, 18») (pages 162-166). 
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DEUXIÈME PARTIE 



CHAPITRE IV. 
Les coukbes invariantes par une substitution {X, Y; x, y, y). 

1. Considérons une substitutioa de la forme suivante: 
X = f(x, y, y') 



y = 9 (a?, y, y') 



['■-m 



où /■ et 9 désìgnent des fonctions continues de x, y, y\ Nous appellerons 
une pareille substitution une substitution (X, Y; x^ y, y). 

Si une fonctìon t/ == H^) reste invariante par cette substitution, elle 
vérifie une équation fonctionnelle dans laquelle la fonction inconnue in- 
tervient par elle-mérae et par sa dérivée. On a en eflfet, dans cette hypo- 

thèse * 

X = f[x,i^{x),i^'{x)] 

H^) = ? [^. ^ (^)» f {^)\ 

d'où Fon déduìt Téquation fonctionnelle: 

On voit donc que l'étude des équations fonctionnelles de cette dernière 
forme revient à Tétude des courbes invariantes par une substitution (X, Y; 
aJ, y, y\ 

2. Conséquentes et antécédentes. — La substitution (1) fait correspondre 
un point (X, Y) à un élément de courbe {x, t/, t/'). Réciproquement à un 
point (X, Y) correspondent une infinite d'éléments x, y, y vérifiant le sy- 
stème (1). 
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A toute fonction y = ^(x) la substitiition (1) fait correspondre ime 
fonction y de X qui sera dite la conséqìiente de 'j(x), Les équations (1) 
permetlent de calculer Y\ Y'\,.. en fonction de x, y, y\ Z/^... Si la^ tranr 
sformation (1) n'eat pas une transfonnation de contact, la dérivée Y^"^ dé- 
pendra de x, y et des dérivées de y jusqu'à l'ordre n \-i. \\ ^n résulle 
(jue si deux courbes ont un élément commini et ont un contact d'ordre n 
suivant cet élétnent, leurs conséquentes ont un contact d'ordre n — 1 au 
point P correspondant à cet élément; si les deux courbes ont un contact 
du premier ordre, leurs conséquentes ont au point P deux tangentes di- 
stinctes; enlin, si deux courbes passant par un point p et défìnies dans le 
voisinage de p ne sont pas tangentes en ce point, leurs conséquentes sont 
défìnies Fune dans le voisinage du point P, correspondant à l'élément de 
la première courbe et Tautre dans le voisinage du point P., correspondant 
à l'élément de la deuxième courbe, de sorte que le,s conséqueutes ne peureni 
paSy en general, étre défìnies daìis un ménte domain^. 

Réciproquement, à une fonction y=ó(X), la substitutìon (1) fait cor- 
respondre une infinite de fonctions y de x. Ce sont les intégrales de l'équa- 
tion differenti elle: 

?(i^, y^ y') = Hf('^^ y. y')] 

Supposons la courbe r=J/(X) déiìnie dans le voisinage du point P de 
coordonnées Xo, ^(Xo). A ce point P correspondent une infinite d'éléments. 
Soit E l'un de ces éléments: il y a en general une courbe intégrale de 
l'équation difTérentielle contenant cet élément et défìnie dans le voisinage 
de cet élément: cetle courbe sera dite antecedente de y = 'y(X). Ainsi une 
courbe a une infinite d*antécédentes. Si deux courbes ont un contact d'ordre 
n au point P, leurs antécédentes contenant l'élément E ont un contact 
d'ordre n r 1 suivant cet élément (bien entendu en écartant toujours le 
cas où la transformation (1) serait une transformation de contact). 

3. On pourra obtenir des courbes invariantes par la substitution (1) 
comme limite des antécédentes ou des conséquentes siu'cessives d'une courbe, 
à l'aide de la proposition suivante: 

Théorèmb. — Si les antécédentes ou les conséquentes successices ^^ (x), 
^., (uj),..., if„ (u?),... d'une fonction Vo (x) sont défìnies dans un certain domaine 
conimun et oìU dans ce doìnaine une limite '| {x) pour n infìni, si cette limite 
^ {x) a une dérivée 'Y (x) et si ^„ {x), ^'„ (x) tendcìU uniformément vers leurs 
limites dans le domaine considéré, la limite ^ (x) vérifìe Véqnation fonction- 
nelle (2). " ' 
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Cette proposition se démontre comme la proposition analogue relative 
à ritératioii à deux variables que nous avons établie dans la première 
partie (§ 12). 

4. Eléììients doubles. — Si on veut appliquer le théorème précédent, la 
diflRcullé est de definir toutes les aritécédentes successives dans un domaine 
qui leur soit commun. 

Il est nature], pour simplifìer, de se limiter au voisinage d'un élémenl 
doublé de la substitution. 

Nous dirons qu'un élément (j?o, Vot y\) ^st un élément doublé de la 
substitution (1) si le point qui lui correspond est le point {x^^ y^) lui-méme. 

Les éléments doubles vérifient le système d'equa tions: 

yo = ^{^0, t/o, y'o). S 

Si une courbe contenant l'élément doublé et défìnie dans le voisinage 
de Xo n'est pas invariante, elle a avec sa conséquente un contact d'un cer- 
tain ordre p; il en résulte (§ 2) que la première et la deuxième conséquentes 
auront un contact d'ordre p — 1, la deuxième et la troisième un contact 
d'ordre p — 2, et ainsi de suite; les p premières conséquentes seront bien 
définies dans un certain intervalle x^ — 7*, Xo + h, mais la p* conséquente 
ne contiendra plus l'élément doublé et la (jp + 1)' ne sera plus défìnie dans 
le domaine de x^ : les conséquentes finissent donc par passer par des points 
du pian situés dans des domaines distincts, de sorte que si f{x, y^ y) et 
? (J?, e/, y) ne sont définies que dans un certain champ, on ne peut pas ap- 
pliquer la méthode des approximations successives aux conséquentes. Nous 
nous limiterans donc dans la suite à Vétude des antécédentes. 

5. Forme réduite de la substitidion (1). Soit {Xo, yo, i/'o) un élément 
doublé: Xo, i/o, y'o vérifient les rela tions (4). On peut, par un changement 
de variables, amener x^, y^, y\ à étre nuls tous les trois. Il suffit de poser: 

X = XQ~r-U 

y = yo + yo u -r v 

d'où Ton déduìt : y = y'o + ^'. 

Cette transformation fait correspondre l'élément (u, v, v) à l'élément 
(^9 y^ y) 6t de méme^le point ?/, V au point .Y, y. 

Annali di Matematica, Sarie III, Tomo XIII. 10 
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La substitution (1) ainsi transformée devienti 

O(^o+U=f{;x^ + ti, y^ + y\ u + v, y\ + v) 

Vo + y\ u+ 7= (p (j'o + ti, «/o + y'o ^i + v\ \j\ + v) 

d'où Fon déduit en tenant compie des relations (4) et en n'écrivant dans 
Ies seconds membres que Ies termes du premier degré en ti, r, v : 



+ ■ 

/o 



On peni dono toujours rainener la substitution (1) à la forme siiirante : 
X==ax +by +cy' -i-F{x, ij, y') 



(5) 
Y = Ax + fìy-^Cy' + ^{x,y,y). ) 

L'élément doublé a raaintenant pour coordonnées x = y = y' = 0. Nous 
supposerons à l'avenir la substitution donnée sous la forme (5) : F et <^ se- 
ront des fonctions défìnies dans le domaine de l'origine, ayant des dérivées 
partielles du premier ordre continues dans ce domaine et tendant vers zèro 
avec X, y y'. 

Dans la forme ainsi réduite de la substitution, Ies coeffìcients a, b, e, 
A, B, C exprimés en fonction des coordonnées primitives i»„, «/„, yj de l'élé- 
ment doublé ont Ies valeurs suivantes: 

(df , df :\ , \d<f . C9 , ,(df , df Al 

\dyh [dtj ^ dy)„ 

Kdy'ìo \2y' ^dy'ì; 

6. Courbes invariantes, — Nous nous proposons de chercher une 
courbe invariante par la substitution (5) et contenant l'élément doublé (0, 0, 0). 
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Nous cliercherons à Tobienìr comme limite d'antécédentes successives con- 
teaant cet élénient doublé. 
Soìt donc : 

l'équation d'une courbe conlenant l'élément doublé, c'est-à-dire tangente en 
k Ox. Il lui correspond une infinite d'antécédentes qui sont les intégrale» de 
l'équation diflférentielle : 

'^o[ax + by-^cy' + F{x, y, y)] = Ax + B y+ Cy +^{x, t/, y). 

Il y a une intégrale et une seule de cette équation passant par l'origine 
et définie dans le domaine de l'origine pourvu qiie C ne soit pas nul, con- 
dition que nous supposons remplie. Cette intégrale est tangente en k Ox: 
e' est elle seule que nous appellerons désormais V antecèdente de la fonction ^o i^)- 

D'après les propriétés énoncées au § 2, an volt que les antécédentes suo 
cessives sont toutes tangentes en à Ox et qu'elles ont chacune un contact 
de plus en plus élevé avec la précédente. Leurs équations sont de la forme : 

y = i\,,{x) = ax^-^ 

y = ^iix) = ax^ + bx^-^ 

y = ^^ (x) = a x^ -{- b x^ -^r e X* -^, 

la sèrie à^(x) ayant ses termes depuis le premier jusqu'au terme en x"~^^ 
identiques aux termes de méme degré des séries suivantes. S'il existe une 
fonction invariante par la substitution (5), on connalt ainsi les termes suc- 
cessifs de son développement en sèrie. Ce développement est de la forme : 

y = ax' -i 

Calculons le premier coefficient a : on peut se servir pour cela de la 
première antecèdente, puisque ce coefficient est le méme pour la courbe in- 
variante et pour la première antecèdente. L'équation diflférentielle de cette 
dernière que nous avons ècrite plus haut donne, en prenant les dèrivées 
des deux membres et en faisant x égal à zèro dans l'ègalité ainsi obtenue: 

A + Gy\ = 
d'où: 

y 0- ^ 
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L'équation de la courbe invariante supposée exister est (ione de la 

forme : 

A x' . 

Geci nous conduit à faire un nouveau changement de variables qui sim- 
plifiera la substitution (5) et à poser: 



d'où : 



A X- , 



y=—'Q^'r y\ . 



La substitution (5) devienti 
a C — e A 



[ A X* A \ 

x + by, +cy\ +F\^x, —-q,2^^'' "c'^^^V 

f A x^ A \ 

^1= By, + Cy\+<t^\x, — -^ g+Z/i, — ^'^ + y\j + 

En mettant de nouveau i/, y à la place de yi, y\ pour simplifier les 

notations et en posant: 

^ a C — e A 

— e — 

la substitution (5) prend la forme suivante: 

X = Sx-\-by+cy'-^F(x, y, y') = f(x, y, y) ì 
Y= By-\-Cy ^^ [x, y, y') = <p (x, y, y) ) 

F et * ne sont plus les mémes fonctions que dans la forme (5) de la 
substitution, mais ce sont des fonctions possédant les mémes propriétés, c'est- 
à-dire définies dans le domaine de l'origine, ayant des dérivées partielles du 
premier ordre continues et tendant vers zèro avec x^ y, y\ Quant à 6, e, 
B, C ce sont les mémes quantités que dans (5). 

7. Pour démontrer l'existence d'une fonction invariante par la substi- 
tution (ti), il suffira de démontrer, d'après le théorème du § 3 : 
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1.^ que les antécédentes succe^sives ò^ {x), '^.^ {x)y . '. . }„ (x) . . . d'ime fonc- 
tion initiaìe ^^ (x) convenablement choisie, antécédentes qui sont obtenues sous 
forme de séries par V integration d'éqtiations différentielles, penvent et re définies 
et soni convergentes dans un certain intervalle de convergeiice commun, 

2.® que ó„ (x) et V^ (x) tendent nniformément vers des Hniites dans cel in- 
tervalle de convergente commnn. 

Le but linai des développemeiils qui suivent est de démontrer les pro- 
positioiis précédenles dans le cas où l'on a: 

C I et S|<1. 

La fonclion iniliale ^o {^) devra étre assujettie à certaines restrictìons qui se- 
rout ftxées au cours des démonstrations. 

Nous montrerons d'abord comment on peut choisir la fonction initiaìe 
de fa^on à ce que cette fonction et son antecedente puissent étre définies 
dans un intervalle commun ne dépendant que de la substitution (6) donme et 
qu'elles soient assujetties aux niénies restrictions dans cet intervalle : on voit 
qu'on pourra passer alors de la première à la deuxième antecèdente comniQ 
on est passe de la fonction à la première antecèdente, et ainsi de suite, de 
sorte que toutes les antécédentes, pourront étre définies dans un domaine 
commun. G'est l'objet du thèorème suivant : 

8. Théorème. — Sous les hypothèses: C = «0 et ;S'<;1, on peut déter- 
miìier deux noìnbres positifs S et ft, ne dépendant que de la stibstittition (6) 
donnéCy de faqon que, si ^ (x) est une fonction définie dans V intervalle — fe, 
-f-fe, nulle pour x=:0 et vérifiant dans cet intervalle Vinégalité: 

son antecèdente i^ (x) possedè les niémes propriétéSj c'est-àrdire soit définie 
dans Vintervalle — h, ^h, s' annuite pour x = et vérifie, dans V intervalle, 
Vinégalité: 

fileno <Sx>, 

Soit ij=='lf{x) Téquation d'une courbe tangente en h Ox, la fonction 
•i étant déllnie dans le domaine de l'origine et vérifiant riiiégalité: 

i^'{x):<8y \x\. 

Son antecèdente est une fonction y donnée par l'èquation diflfèrentielle: 
^[Sx-^by + cij-^F[x, y, y')] = B y + C y' -^ ip (x, y, y). 
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Cette équation peut étre résoliie par rapport à y daiis le domaine de 
l'origine, piiisque C est =;= et elle admet une intégrale et une seule tan- 
gente en à OiT, de sorte que l'antecèdente est définie dans un certain 
intervalle autour de l'origine. La difflculté est de montrer qu'on peut liniiter 
cet intervalle de fa^*oiì qu'il ne dépende pas de la fonction ó, mais seule- 
inerit de la substitution (6) et de fa^ion (jue la fonction y ainsi définie vérifie 
aussi l'inégalité : y \<i^ /\ J^ |- Pour le montrer, nous allons intégrer l'équa- 
tion par approximations successives: on sait que c'est une méthode imaginée 
par Mj Picard (*) pou<* établir les théorèmes d'existence relatifs aux équations 
diflf érentielles ; cette métliode nous permettra de definir un intervalle de con- 
vergeiìce ne dépendant que de la substitution (6). Il convient pour cela de 
modifìer la forme de l'équation diflférentielle. La substitution donnée est la 
suivante 

X=^Sx^by-^Cì/-{-F{x, y, y) 

y = B y-^Cy \-n> (X, y, y). 

Résolvons la deuxième équation par rapport à y' : c'est possible puisque 
C est I 0. La substitution prend alors la forme: 

"7^- ^^ = Sx + by-\-cy-\-F(x,y, y') = f{x, y, y) \ 

y = — f,y r^^ --^A^, y, ^) = ?i (^. //»>)) 

<^, est comme F une fonction de trois variables définie dans le voisinage de 
l'origine, ayant des dérivées partielles du premier ordre continues et tendant 
vers zèro en méme temps que les variables. 

Pour préciser, nous supposerons les fonctions F et «l>, défiuies pour 
les valeurs des variables inférieures en valeur absolue au nombre positif s: 
dans ces conditions, le^s dérivées partielles de ces fonctions sont inférieures 
en valeur absolue à un nombre positif «, ce dernier nombre pouvant étre 
pris aussi petit qu'on le veut, ìi condition de prendre z sufifìsamment j)etit^ 
c'est-à-dire de restreindre sufifìsamment le champ de définition de la sul>- 
stitution. 

L'équation différentielle qui définit l'antecèdente devient: 

y=?i(:^y y, Hf^^^ y^ !/')])• (^) 



(*) Picard, Traile d'Analyse. Tome III, 
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C'est cette équation qu'il s'agit d'inlégrer par approximations successives. 
Nous démoiitrerons pour cela quelques propositions préliminaires. 

Lemme I. La fonction y de x étant définie datis V intervalle — fe, +fc, 
s'annullant pour x = et vérifiant Vinégalité \ y' \<C^ X ^,x\y on a dans tout 
V intervalle — fe, -\-h Vinégalité: 

polir vu que S et h soient suffisamnient petits. 
On a en effet: 

f{^. y. y) = Sx + by i-cy' ^F(x, //, y). 

La fonction F(x, y, y) n'étant délìnie que pour les valeurs de a?, y, y 
inférieures en valeur atjsolue à e, il faut loul d'abord s'assurer que a?, y, y 
sont compris dans ces limites. Or on a: 

; y ' < S X cT 
d'où : 



ìix 

\y < 

Il suffit que Fon ait: 



y<~^ 



» .2 

I a? I < £ ^ \x <iz et -^- < e 
d'où les trois conditions: 

;j:-|<£ ;-^' <^ X<\^-^' (9) 

Le nonibre h doit donc déjà étre pris inférieur à la fois à s, — ^l i/^^. 

à V S 

On a alors: 

; /'{•^: y^ y) <^Sx + by -cy\+x[\x\ 1- \yi + \y\] 

et a fortiori, en tenant compte des inégalités ' y <.^ x\ et Z/<C-^: 



f^x,y,y)\<\SxA'h}'^^ 
ien: 

i/'l-^, Z/, Z/rO'LISi + lC^a-ra-i ocS] f -|- [ , 6 , -^ a]. 
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Polir que le premier membre soit inférieur à |d?|, il siiffit qu'il en soit 
ainsi du second membre, ce qui donne, en divisant par | x i les deux mem- 
bres de l'inégalilé ainsi oblenue: 

S|+ e S4-a+aS+^l[;6^-a]<l. 

Le premier membre de cette inégalité est une fonction continue de 
a, S et \x\; pour a = S = ! ce = elle se réduit à \S\ qui, par hypothèse, est 
inférieur à 1. Il en résulte qu'il existe un nombre positif h, ne dépendant 
que des coefficients \b , ci e< S | , tei que Tinégalité précédente soit satisfaite, 
pourvu que a, S et a? | vérifient les inégalités: 

a<fe S<fo \x\<h. (10) 

On aura donc bien: 

,f{^^ y, y)\<^^\ 

pourvu que e soit pris assez petit pour que a soit inférieur k h et que S 
et \x\ soient aussi inférieurs à h. 

Lemme IL ^(x) et y étant des fonctions de x définies dans V hiter valle 
h, + h, s'annullant pour x = et vérifiant les inégalités : 

It/' ,,<«>• et \^-(x)<?Ì\x\ 

la fonction f^ (;r, y, ^ [/"(-e, j/, //')J) est une fonction de x définie daìhs le ménie 
intervalle et inférieure en valeur absolue ù So?!, pourvu que h soit sufpsam' 
ment petit. 

La fonction Oi étant une fonction de trois variables définie pour les 
valeurs des trois variables inférieures en valeur absolue à .% il faut tout 
d'abord s'assurer que ' x\, iy\ et ^[fix, y, ?/)] sont inférieurs à s, pour 
toutes les valeurs de x comprises entre -h ei ^ fe. Or on a choisi h de 
fa^on que , u? j vérifie les inégalités (9): il en résulte d'abord: 

\x\<t l//|<-J-<s. 

De plus, on a d'après le lemme I: 

\f(x. y. y)l<kl</^ 

et par suite: 
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La fonctioii 9, est doiic une foiictiori de x définie daiis l'iatervalle — h, -f-fo. 
Il faut prouver maintenant que la vakuir absolue de 9, est iiiférieure 
à S'x.. Posons pour abréger: •^[f(jc, //, v/')]='^,. Oli a: 



?. i-^, y, '-J-i) = - - fj y -■- (j ■}. -i •". (A y, 'h) 



d'Oli : 



Or on a ; 



?. < 



Ti 

(J 



\y\ 



ìix' 



'}. ^ «|;-^-M-Z/l+ ■}.'] 



U' 



y < .2 ^^ A^ < ^i^f{^^ y^ y')'<-q^ 

puisque i / (ir, y, y) \ est inférieur à ' a; ' et par suite à h (Lemme I). 
Dono : 

ou : 

Pour que \ o^ | soit inférieur à S I a? | , il suffit qu'il en soit ainsi du second 
membre de riné^.r.lité, ce qui donne : 



n 



B 

C 



1 







+ '1 



x\^-x 



<x 



d'où: 



^ X I 



< 



8 



B 



-I- 



1 
C 



2 al 



Cette inégalilé peul étre satisfalle, en prenant h suflisamment petit, 
pourvu toutefois que le second nienibre soit positif, ce qui donne : 

a et S n'ont été assujeltis jusqu'ici qu'à veritier les inégalités (10). On peut 
toujours supposer en outre que Fon a pris : a < X. 

Le lemme est donc démontré poiuTu que A, a et S vérilìent de nou- 
velles inégalités, qui ne dépendent toujours que de la substittUion, et qui peu- 
vent étre satisfaites. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. Il 
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Ces (leux lemmes étant démoiilrés, revenons à rìiitégratioii par appro- 
ximations successives de Téquation différentielle : 

^' = ?iOr, ì/, ^\f('^, y. y)\) («) 

qui definii rantécédente. 

Renipla^ons dans le secoiid nienibre y par une fonction quelconque y,, 
défìnie dans Tintervalle — ft, M-fe, nulle pour ir = et vérHìant la condition: 

et déterminons la fonction i/j par Téquation : 

D'après le lemme II, le second membre est une fonction définie dans 
rintervalle — h^ ^h de sorte que par une quadrature on obtient la fonc- 
tion </a véritiant l'équation précédente et nulle pour x = 0: cette fonction 
est défìnie dans le méme intervalle et vérifìe la méme condition que //,: 

\y\\<^\x\ 
d'après le lemme IL 

On determinerà de méme la fonction y^ par l'équation: 

\y\\ = ?i (j?. y^, ^ [f{JCy 2/„ y,)]) 

et cette fonction, défmie encore dans Tintervalle - - A, *- //, vérifìera la méme 
inépalité que //, et y^ . Et ainsi de suite. 

Le^ fondions y^^ //«v? «/»?••• ^ont définies dmis un domaine conimun 
— />, {-h et y„ vérifìe l'inégalité: 

Il faut prouver que y„ tend vers une limite pour n intini et que cette 
limite vérifìe l'équation différentielle (8): l'intégrale de cette équation qui 
s'annuite pour x = sera ainsi défìnie dans l'intervalle — fe, -f- A. 

Pour prouver que y„ a une limite, il suffìt de prouver que la sèrie 
-(//«M — !/J est convergente. On a: 

2/'«^i = ?i (.^s yn, W 

. y\, =?i(^, y..i, J^.-i) 

avec: 
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sn 



d'où: 



I */Vm — 'j\\ = \ Ti («, ij„ ••{'„) — ». {jr, »/„_,, i„_.) I . 



Designo ns par p une limite supérieure tles modiiles des dérivées partielles 
de f et de 9,: on avait désigné précédemment par « une limite supérieure 
des modules des dérivées partielles de F et de «i>, et les relations (7) 
montrent par suite qu'il sufflt de prendre pour .e le plus grand des nombres: 



l-S'H-a, |61+«, |cl-T«, 



lì 



1 

C 



de sorte que p est connu en méme temps que «. 
On a: 



(11) 



et; 



1 y„.. - y'» i< M z/» - 2/-. I + p 1 '{'.. -'!'«-. i 

i, — i-. = «J- {f {x, tj„ , »/'„)] — <^[f ix, y,_, , y'„ _,)] = 

= [f (J?, Z/. » »/'..) — /■(«, ì^-. , «/'. -i)J f (^) 

$ est un nombre compris entre f(x, y„, y',) et f{x, «;„_,, i/'„_,) et par suite 
inférieur en valeur absolue à \x\ et, à fortiori, h. \h\ (Lemme I), de sorte 
que l'on a: 

et: 

L'inégalité (11) devient: 

I Z/'. v.-y'A<^\y.~y.. A-r'(''^h\ y.. - y„ ., | -4- fl'^ « /» | ;/.. - .y'„_, ] 

I y'.. H - z/',. l< P (1 ^- M /') I z/„ - !/...-. 1 -r P' « /» U'„ - y'„_, I . m 

Dans cette inégalité donnons d'abord à n la valeur !2. Elle devient: 

\y\-y'A<^{^-\''!'^h)\y,-y,\^-i^nh\y\-y\\. 

Or on a : 



ou; 



d'où: 



\y\\<^h \y'A<^h 
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et de inéme: 

d'où: 

Par suite: 
ou: 

On eii déduit une limite supérieure de |?/s — Ì/2I: 

De ces limites supérieures pour \y^ — y^_\ et \y\ — i/'J, on déduit des 
liniites supérieures pour \y\ — yW et [yi — y^l, en donnant à n la valeur 
3 dans l'inégalité (1*^): 

\y\-y\\<?^{i + ^8ìi)\y.-y.]i'^'^h\y\-y\\ 

< (i^ S h' (1 ~ M /' 4- 2 P ^) (1 -f P S fo — p S) 

<(i*^«/^Ml-r M/'-r^2M)' 
d'où: 

On voit immédiatement qu'on a d'une fagon generale: 

I ^y..M - y\. I < r~' s /^" (1 T- p s fe +- ^i li «r ' 

1 y» i-i - z/ J < P"" ' s /^" ^ ' (1 ^- ? ^^ // + ^i i^ S)" '. 

Les séries -(//„^i — //„) et -(//'„f, -//'«) sont donc uniformément et ab- 
soJuinent convergentes dans Tintervalle — //-, rh pourvu que Fon ait: 

p/Ml—pSft^ ^2pS)<l. 

Ou peut toujours choisir h suiFisaniment petit pour qu'il en soìt ainsi. 

Il résulte de là que y„ et y'„ tendent unifonnément vers des limites. 
Soit lim y„ = y, A cause de la convergence uniforme de la suite des dérivées, 
on aura: ìim y'„ = y\ Or on a en general: 

y\. = ?i (i^, y. 1, 'f [fi'^, //,._M y\.-^)])' 
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En égalanl les limiles des deux membres pour n infìni, oii obtieiil: 

La limite*// vérifie donc Téquation différentielle (8) et ou a ainsi prouvé 
qiie rintégrale de rette équation nulle pour x = () est défìnie daus un cer- 
tain intervalle — h, H-fe ne (Upendant que de la suhstitution donnée et inde- 
pendant de la fanctian ^. 

Il reste à prouver que l'intégrale y ainsi obteiuie vérifie Tinégalité: 

dans tout l'intervalle — 1k t- h. 
Or on a: 

\v\.\<^\-^\ 

quel que soit n et \y'„\ a pour limite y lorsque n auguiente indélìniment. 

Il en résulte: 

\y\r^S\x\ 

rinégalilé peut devenir une égalité, mais cela ne eliangera rien aux conclu- 
sions que nous allons en tirer. 

Le théorème est donc démontré. 
9, il résulte de ce fìiéorènie que toutes les antéoédentes 

^i(^), y, (a?;,..., ^,(x) 

d'iiìte fonction ^o (•^) convenablenient ch&isie sont définies dans un certain do- 
inaine commun — fe, -!- h. 

La substitution étant ramenée ìi la forme (7), on pourra en effet déter- 
miner à Taide de cette substitution. les nombres S et h dont il s'agit dans 
le théorème du § 8. Partant alors d'une fonction ioO^) définie dans l'inter- 
valle — /?, -f h, ^uUe pour a; == et vériflant l'inégalité \ào{x)\<iS\x\, le 
théorème du § 8 montre que l'antecèdente de cette fonction est définie 
dans le méme intervalle et y vérilìe la méme inégalité. En appliquant de 
nouveau le théorème, on passe de cette fonction y^ (x) à son antecèdente 
et la deuxième antecèdente J/^ \x\ se trouve définie dans Tintervalle — h, 
-{~h et y vérifie toujours la méme inégalité. Et ainsi de suite. On voit qu'en 
general ^„ (x) est défini dans le domaine — /i, + h. 

Nous allons montrer maintenant que les antécédentes convergent luii- 
forraément vers une limite dans le domaine — /?, -^ h, pourvu que h soit 
suffisamment petit. 
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10. Lemme. — Soit n une foncHon de x nulle pour a? = 0, définie dan^ 
V intervalle — fc, j-fo, ayant une dérivée dan^ cet intervalle et y vérifiant 
rinégalité: 

d u 



d X 



<k\u\ : k' 



oii k et k' désiynent deux notnbres posili fs. On a dans toni V Inter valle: 

\u\<k'he'\ 



On a: 
d'où 



u = ±\u\ 



du 
dx 


- ^ ^^J « 1 

dx 


du 
dx 


= 


d 1 n 1 
dx 


it: 

d\u[ 
dx 


< 


A; 1 « K 



L'inégalité donnée devient 



et puisque —j — ^ est inférieur ou égal à sou niodule, on a aussi: 
a X 



et par suite: 



^<fe|«|4-fc' 
dx ^ ' 

-[^'l-JtlHl-fc' 

[dir ' 



<0. 



Le premier menibre est la dérivée de la fonction: 

k' 



= e^ '-' I u 



Supposons d'abord x positif. 

La fonction v est décroissante dans l'intervalle 0, x et sa valeur pour 
la valeur x de la variable est inférieure à sa valeur pour x = 0, ce qui 
donne l'inégalité: 
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d'Oli: 




|»|<|(e"-l) 




et, a fortiori: 




|«|<| khe"- 




ou: 

\n\<k'he"- 




Supposons inairitenanl x néfjatif et posoii.s j^ = 


-x'. On a: 


(l U (J H 

d X dx' 
et l'inégalité donnée devient: 






du 
dx' 


<k\u\ -.-k' 





d'où l'ou déduit cornine précédemnient: 

\u\<k'he''\ 

IL Théorème. Sup})08orì.s C \- et \S\<Ct et soit ^\t{x) une fonction 
vérifiant les conditiona da théorenie du § 8, '|i (u?), J^s (;itj),..., i„(d?)... les ante- 
cédentes s^iccetHsive^ de catte fonction: lorsque n augmente indéfiniment, ^„ (x) 
et ^\ (x) temlent unifonmnient vers des limites dans le doniaine — hy +h 
pourvu que h soit suffisani/inent petit. La fonction limite est indépendante de 
la fonction initiale ^ (x), 

Considérons deux fonctions ^ (a?), 6 (x) vérifiant les conditions dn théo- 
rème du § 8, c'est-à-dire défìnies dans l'intervalle — fe, ^ 7^, nulles pour 
ic = et satisfaisant aux inégalités: 

\'y{x} <S\x\ et \B'{x)\<è\x\ 
et soient: 

v/, = il {x) z, = e* (x) 

leurs antécédentes. 

Nous allons comparer '}i — O^ à ^ - - 0. 

Soit (j le maximum de la fonction \^ — | dans l'intervalle — ft, + fo, 
de sorte que, si Fon a \x\<Ch, on a aussi : 

^'^(x) — f){x)<rj. 
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Les fonetions //, et z, vérifient respectiveinent l'éqiiation (lifféreiitielle (H) 
ol une équatioi) aiialogue, (|ui soni les suivantos: 

r',-9,(.r, z„ fi[f{x, s„ z',)]). 

Si on «lésigiie par ^, coiiune au § 8, le iiiodule iiiaxiinum des dérivéos 
partielles des fonetions f et 9, dans le champ de déJìnition de ces fonetions, 
on déduit des équations précédentes, en les retranchant niembre à nietnbre: 

//', -z, < fi ^, _ 2, + f5 ■], [r{x, y, , »/',)] - e [Z' (j«, z, , 2',)] . 
On a: 

H/'K y.,y\)\ --nf{^> ^., «'.)l = 'H/'(*. 2/., y.)]- 

d'où: 

H/'^^, !^.- y\)\-Kf{-^, «M ^'.)] < •H/'(*. !/u 2/',)]- 

La quantité /" (x, «,, «',) est en valeur absolue inférieure à |a5 1, (lemme I 
du § 8) et par suite on a: 

\if[f{x,z,,z\)]-H{f(:x,z„ /,)]!< e. 
D'autre part: 

nrC^' 2/n y\)\-W{^, ^n z\)\ = ^'(l)[f{x, y„ y',)-f(x, z„ z')] 

e, étant un nonibre compris entre f (x, 1/,, y',) et f {x, z,, z\) et par suite 
inférieur ad?' (Lemme I du § 8), de sorte que l'on a: 

11 en résulte: 

■^\f{^, y., y\)]--Hf(^^'i,,o')] <[fi.y.-2. ^'^ y\-z\ ]«/» 

et finalement: 

On a donc: 

y\-z\ <p y,-z, ^-r«fe[ y, z, + y\-z\ ]4 pff 
d où : 
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En supposant '*<>v^^' ^^ qui est possible à coiulition de restreindre 
rintervalle — h, -^ h, ou en déduit: 

Posons: 



?JLtMM_fc et — J_-A-' 



p'Sfe 1 — p' 

L'inégalité devienti 

I »/',-?'. |<A |t/. — ».!+&' ff 

et on en déduit, en vertu du lemme démontré au paragraphe précédent, 

\y, — z,\<ìi'he'"o. 
Aiìt»i, l'inégalité: 

\ò{x) — f){x)\<-. 

entratne pour les antécédentes ij-i (*»), ^i (^) de -lix) et de ò{x) l'inégalité: 

\<^,{x)-B,{x)\<k'he'"<7. 

t 

Prenons pour fonction la première antecèdente ^^i alors 9^ devient la 
deuxième antecèdente f^ et, en désignant par i»,.--» ^4v l^s antécédentes 
successives, on a les inègalitès: 

\ò,{x) — ':^A'^)\<(k'he'yG 

|i('^)-'^„,.(aj)l<(fc'fee*'r^. 
Supposons h choisi de telle sorte que l'on ait: 



On a: 






C'est une fonction de h nulle pour fo = et continue dans le domaine 
de h = 0: on peut donc prendre h suffisamment petit pour que k'he^^ soit 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 12 



Digitized by 



Google 



90 Lattea: Sur les éqtiations fonctionnelles qui definissent une courbe 

inférieur à 1. Alors la serie dont le terme general est (fc'fo e**)" o est con- 
vergente et par suite la sèrie 2 [];„ (x) — ^,^i (x)] est absolument et unifor- 
ménient convergente dans un certain domaine — hj -\-h. 

Ceci prouve que ^„ (x) tend uniforniénient vera une limite ^ (x), 
Montrons que f, {x) tend aussi uniforménient vers une limite. On a 
démontré l'inégalité: 

I y\ - z\<k\yi — 2A + fc' <y. 

On a donc: 

ou bien: 

\y\-z\\<k'a[khe'" + ì] 

Si y, désigne la première antecèdente et z^ la deuxième, on a : 

lf,-f,|<fc'(l+fcfte")a- 
Ainsi rinègalitè: 

entraine : 

\^'Ax)-^\ix)\<k'{ì-^khe'')<i 

Plus gènèralement, Finègalitè: 

\^^_,{x)-òAx)\<{k'he'r'^<j 
entrainera : 

I 'V n (X) - 'Y„ ,, {x)\<k'(\+kh e'') {k' h e'^y-' d. 

Puisque k'he^ est inférieur à 1, la sèrie ^[Y„{x) — Y„^,{x)] est uniformé- 
nient convergente dans le domaine — h, +ft. 

Donc Y„ (x) tend uniforménient vers une limite, qui est nécessairement 
égale à ^ {x) 

Enfìn la limite ^{x) est indépendante de la courbe initiale: en effet, si 
on part de deux fonctions initiales différentes ^ (x), 6 (x) et si a désigne le 
module maximum de dfix) — 9 (ìT), on a, en désignant par J/.. (a?) et 6„ (x) 
les n** antécédentes: 

\^Jx)-9„{x)\<{k'he'r<^. 

Lorsque n augmente indèflniment, ^„ (x) — 8„ (x) tend vers zèro, ce qui 
prouve que '|,. {x) et 0„ {x) ont des limites égales. 

Le théorème est donc démontré. En se servant maintenant du théorème 
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du § 3, on voit qu'on a défìni dans Tintervalle — h, + h une solution de 
réquation fonctionnelle (7). 

12. Les théorèmes des §§ 8 et 11 ont été démontrés dans l'hypothèse 
oCi l'on a: 

C I et \S\<1. 

dans la substitution (6) du § G. 

On a pris pour origine le point doublé ai'o, i/o, y'o de la substitution. 
Revenons aux notations du début, c'est-à-dire supposons la substitution 
donnée sous la forme: 

y = 9(x, //, y) 

et soient Xo, i/o? y'o les coordonnées d'un élément doublé: calculons C et S 
en fonction de a?o, «/«, yC En se reportant aux §§ 5 et 6, on voit que 
Fon a: 






s= 



a e — e A 

C 



(df . di .\d^ _(dj d<f ,\ a/ 



8?_ _ ' «•! 
dy ^ dy 



f/'?] 



a(p , df 



\dy' 



y 



d y'L 



en désignanl par [/■■?] le ijumérateur de S, coninie on le fait dans la théorie 
des équations aux dérivées partielles, où cette expression est connue sous 
le nom de crochet de Poisson. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui résumé les théo- 
rèmes des §§ 3, 8 et 11. 

Théorème. — Etani donnée la tnibstitution: 

■X^ ==/■('». y, y) 
y = © (ir, y, y) 

et un éléinent doublé {x„, y„, y'„) de cette substitution dans le domaine duquel 
f et <f sont défìnies, coniinues et ont des dérivées partielles dti premier ordre 
continttes, posons: 

VA 



o_(|i.-y|n et s-M 
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^ ^ . 

Si Von a: 

C [ et |S1<1 

il axiste une courbe // = y (x) incarianle par la snhslihiUon et contoìiaiit^ 
rélément dotible x^^ ?/o, //'o, "^(x) etani une fonction définie dans un certain 
intervalle x^ — h, x^ {-h et ayant une dérivée dan^ cet intervalle. Celle fono 
lion vérifìe, dans cet intervalle, Véquation fonctionnelle: 

13. ExEMPLE. — Soit à trouver une fonction 'j^ {x) Ielle que sa dérivée se 
déduise de la' fonction en // rempla^ant x par une fonction donnée f(x), 
L'équation fonctionnelle que vérifie ìj(x) est: 

HA^)Ì = ^'(^) (13) 

elle déiinit une courbe // = ^j; (a?) invariante par la substitution : 

Les éléments doubles (x^y i/o, Uo) vérifìent les équations: 

x — f{x) = y = y\ 

Soit y une quantité arbitraire et o^o une racine de l'équation f{x)—x = Q. 
Le point a?o, y^ et la droite de coefficient angulaire i/o passant par ce point 
constituent un élément doublé et on a, pour cet élément: 

\dy ^ dyjo C ' ^^'^' 

Supposons donc \r{Xo)\<l, On pourra alors definir une solution y = f{x) 
de l'équation (13), contenant l'élément {x^, i/o, y'o) et qu'on obtiendra comme 
lìmite des antécédentes successives d'une courbe arbitraire : 

r=F(X). 

La première antecèdente est définie par l'équation différentielle : 

y=F[f{x)] 

d'où 

.1' 

>j=y«^\F[f(x)]dx. 
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m 



En remplacjant dans cette équation x par f{x) et y par y\ on obtient 
réquation différentielle de la deuxième antecedente: 

/•(f) 

y=yo + \F[f(x)]dx 

d'où réquation de la deuxième antecèdente: 

y, = y. + yA^ — '^'o)-^\ dx ^F[f(x)]dx, 



•^a •»'ll 



. On a de ménie : 
y. = !fo~^ Ho (x — ^o) r yo I [t' U^ — x^]dx-\-^dx^dx^ t'[f{x)\ d x 



fio:) U'.v) 



et, en general, on a pour équation de la h' antecedente: 

Z/» =7= i/o + ^0 (aJ — iPo) H h^oj dx I ''dx^[f{x) — i»o]rfi» + 



9 flx) U't'.ai) 



en désignant par /"^ {x) la j/' itérée de la fonction f {x) et en posant : 



Xo «0 



^0 



Il est facile de voir que le tenne complénientaire R^ tend vers zèro 
lorsque n augmente indéfìniment: en effet, si x est compris dans un inter- 
valle iTo — h, Xo-^h sufflsamnient restreint, il en est de méme de f{x), 
A(a?),..M fA-^) à cause de l'hypothèse \f'{Xo)\<ì (*). Soit d'autre part M 
le niodule maximum de Fix) dans Tintervalle x^ — ft, XQ-\-h; on a: 



F[f(x)]dx 



<Mh\ 



r. f{x) 



^dx ^F\f(x:)\dx < ^Mhdx 



<yrir;... 



af-o tr^ 



(*) K(ENiQS, Recherches sur les substituHotis uniformes (Bu lieti ii (ks Sciences Mathéma- 
tiques, ISaS). 
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et en general: 

R^ tend vers zèro si h est sufFisamineiit petit. 

Oli a donc ainsi une solution de Téquation (13) représentée par le dé- 
veloppement en sèrie suivant: 

f f[<B) fui'-) 

y = ih T- //„ (j:^ — a?o) -T : .//o j ^ J^ j <? a? . . . | [f{x) -- Xo]dx-. 

D'après la théorie generale, cette sèrie est uniforniément convergente dans 
un certain intervalle x^ —h, x^ \~h et vérifìe Téquation (13): il est d'ailleurs 
aisé de le vérilier directement. 

14. Revenons à la thèorie generale. Le thèorènie du § 12 fournit une 
courbe invariante passant par rélément doublé (uf^o, yo, y\) à condition 
que, pour cet élèment, C ne soit pas nul et que | S \ soit inférieur k \, La 
courbe ainsi óbtenue par la niéthode des approxinuitions successives est-elle la 
seule courbe invariante contenant Vélément douòle {Xo, «/o, !/'o)? On peut ré- 
pondre caffirmativement à cette question, tout au moins dans le cas où, les 
fonctions f {x, y, y) et 9 (a?, y^ y) ètant analytiques, on cherche ime courbe 
invariante analytique, hypothèse que nous n'avons pas faites jusqu'ici; en effet 
prenons la substitution sous la forme (6) : la fonction inconnue j/ = '| (x) 
doit vérifier Tèquation fonctionnelle : 

J/[Sa? + 6^ + cf -4 ...] = -B4'"t-Cf H 

avec les conditions: 

.?; (0) = 'f (0) = 0. 

En prenant les dèrivées successives des deux menibres et en y rempla- 
Qant X par zèro, on obtient des égalités perinettant de calculer les coeffi- 
cients ^'0, ^'"„,... et on constate cpie le calcul formel est possible et donne 
un dèveloppeuient unique si C n'est pas nul : le développement ainsi obtenu 
coYncide nécessairement avec celui que fournit la méthode des approxima- 
tions successives, dans le cas où IaS) est inférieur à 1 et il est convergent, 
d'après le théorème du § 12. 

15. Cas oii ]S\ est super ieiir A 1. — Il reste à voir si, dans le cas 
où l&'l est supèrieur à 1, le dèveloppeuient obtenu est encore convergent: 
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rhypothèse | S | < 1 a été en efiFet iatroduite dans la méthode des approxì- 
mations successives pour permettre de definir un doniaine d'existence coni- 
mun à toutes les antécédentes et il est facile de voìr que, dans l'hypothèse 
où \S\ est supérieur à 1, les diverses antécédentes sont défìnìes dans des 
domaines dont l'étendue tend vers zero. Il serait donc préférable de recourii*, 
dans ce cas, à la méthode des fonctions majorantes pour étudier la con- 
vergence du développement formel: 11 faudrait, pour cela, fornier une substi- 
tution niajorante pour laquelle on puisse connaitre directement une courbe 
invariante: n'ayant pas pu obtenir une pareille fonction, je dois me borner 
à faire quelques remarques relatives à ce cas. 

On peut voir tout d'abord que dans le cas où [SI est supérieur à 1, 
le développement formel peut étre soit convergent, soit divergent et que 
par suite il y aurait lieu de chercher de nouvelles conditions nécessaires 
et suflSsantes pour que le développement soit convergent. Je vais donner 
en effet un exemple où, \S] étant plus grand que 1, le développement est 
divergent et un deuxième exemple où, \S\ étant encore supérieur à 1, le 
développement est convergent. 

1" exemple. Soit la substitution X = Sx Y=ìj à laquelle correspond 

réquation : 

^{Sx) = ij'(x), 

Considérons l'élément doublé 0, y^, yo- Le développement formel est le 
suivant : 

(H-l)H 
X — <M X 

y = yo-r~yo'^ + Syoj ^ H h S y^ ^^ 

Le cas où \S\ est inférìeur a 1 est un cas particulier de l'exemple 
traité au § 13: dans ce cas le développement est convergent et méme con- 
vergent quel que soit x. 

Si au contraire \8\ est supérieur à 1, la sèrie est divergente. 

Par l'élément doublé (0, ^„, i/o), il ne passe aucune courbe analytique 
invariante. 

2* exemple, Montrons maintenant qu'il peut y avoir une courbe inva- 
riante méme si [SI est supérieur à 1. 

Considérons en effet une substitution à deux varìables: 

X = f(x, y) = S,x i 

Y = <f (X, y) = S,y + oLx'-^ 
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Supposons |Si| supérieur a 1. D'après la théorie de ritératioa à deux va- 
riables (Ch. I), il y a une courbe invariante jj = i{x) tangente à Ox à Tori- 
{rine. On trouve: 

doù: 

^ (•«)=-c7^^ o- \ 

Gonsidérons alors la subslitution (A", Y; jr, i/, //') sui vanto: 

Gette substitution admet évidemnient la courbe invariante y = i^ {x). 
Galculons |S|. La substitution précédente s'écrit: 

-^'=•"(«■+55^) -"■ + ■■■ 

les termes non écrits étant de degré supérieur au premier. 
On a: 

I P|^ ^^--<'-^ -9 , ^« ^* -? 

' ' C ' ' .SJ — S, 5? — S, ' 

et par suite: 

IS!>1. 

Gonsidérons par exeinple la substitution: 

Y = :i!,-i-x' 

qui laisse invariante la courbe : y — -.-. 
On en déduit la substitution: 



X = ^2x~-y' 



■■} 



^ = •{ // -1 i/ — - — •» 

o 
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qui laisse invariante la méme courbe y = —: cetto courbe contieni Télément 

doublé (0, 0, 0) pour lequol on a: | S | = 2. 

On voit par cet exemple qu'il peut y avoir une courbe invariante con- 
tenant un élément doublé, raérae si pour cet élément on a: |5'|>1. 

On peut se deniander alors si la quantité S joue bien un róle essentiel 
dans la question ou sì son introduction n'est pas due uniquement à Tem- 
ploi de la méthode des approximations successìves. Nous allons montrer 
que la quantité S se présente bien comme un élément essentiel dans l'étude 
des substitutions (X, Y; x^ y, y'). 

16. Transfornmtioìis ponctuelles de Véquation fonctionnelle (2). — Sup- 
posons qu'on effectue sur x, y d'une part et sur X, Y d'autre part une 
méme transformation ponctuelle: 

x = 'k{u, v) X = \{U, V) 
y=V^{u, V) Y='j^U, V). 

La substitution donnée (X, Y; x^ y, j/') devient une substitution (f/, V; 
te, tJ, v)\ rélément doublé {x^^ y^^ y\) devient un nouvelle élément doublé 
(Mo, t^o» ^'o) et l'équation fonctionnelle qui défmit une courbe invariante par 
la substitution donnée devient une nouvelle équatibn fonctionnelle qui 
définit les courbes invariantes par la nouvelle substitution : si i' = 6 {u) est 
une solution de la nouvelle équation, contenant l'élément doublé (tio? ^'o? ^'oX 
les équations: 

x = \ (m, (u)) 

y = v(n, e (u)) 

définiront y en fonction de x et la fonction ai usi définie sera une solution 
de l'équation fonctionnelle primitive. 

Une équation fonctionnelle étant ainsi transformée en une autre, la 
recherche des solutions de la première équation et la recherche des solu- 
tions de la deuxième équation constituent deux problèmes équivalents. 

On peut se demander alors si l'on ne pourrait pas, par une transfor- 
mation ponctuelle, ramener le ciis où | iS | est supérieur à 1 au cas précé- 
demment étudié où | S | est inférieur à 1. Or on constate que, si on effectue 
une transformation ponctuelle quelconque, S conserve la méme valeur. 
Autre ment dit: 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 13 
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S est un incariant de la substitution (X, Y; x, i/, i/') poiir le graupe 
ponctuel. 

Pour établir cette proposition, nous allons appliquer la méthode de 
SopHus LiE et de M*" Tresse pour le calcul des invariants dififérentiels des 
groupes conlinus de transformation : nous verrons ainsi que S est, pour le 
groupe ponctuel, le seul invariant distinct du premier ordre de la substitution 
en un élément doublé. 

18. Invariant différentiels du pr&tnier ordre de la suòstitution (X, Y; 
^> y^ y)i ^^ ^*^ élétnent doublé, — Etant donnée la substitution 

X = f{x, y, y') Y=<f{x,y,y') 

soient Xo, I/o, y'o les coordonnées d'un élément doublé. Nous voulons cher- 
cher une fonetion des coordonnées de Télément doublé et des valeurs prises 
par les dérivées partielles de f et de 9 en cet élément doublé qui reste 
invariante lorsqu'on transforme la substitution par une transformation ponc- 
t nelle quelconque. 

Nous allons montrer que la seule fonetion distincte possédant cette pro- 
priété est la quantité S dont l'expression a été donnée au § 12. 



S = 



[dx ^ dy^jdy [dx^dy^jdy 



dy ^ dy 



Tout autre invariant du premier ordre est de la forme F{S\ F étant une 
fonetion arbitraire. 

M.^ Tresse a montré que le calcul des invariants d'une multiplicité re- 
lalivement à un groupe donne revient à la recherche d'une transformation 
déterminée du groupe qui permette de donner à la multiplicité une forme 
réduite : les coordonnées de l'élément réduit sont alors les unes des con- 
stantes fixes et les autres des invariants (*). 

Le groupe que nous devons considérer est celui des transformations 
ponctuelles du pian: mais nous avons vu, au début de ce chapitre, qu'on 
pouvait, par une transformation ponctuelle, ramener tonte substitution (X, Y; 



(*) Tresse, Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformation (Acta 
Mathematica, tome 18, 3.« partie, Ghap. I, § 1). 
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X, y, y) à la forme : 



X=Sx + hy -\-cy +••■ | 



(li) 



où /S a la valeur donnéé plus haut et 6, e, S, C des valeurs qui ont été cal- 
culées(*); on peut, par suite, se borner à considérer le sous-groupe des trans- 
formations ponctuelles qui conservant à la substitution la forme précédente 
et chercher une fonction de S^ 6, e, jB, C invariante par les transformations 
de ce sous-groupe (**). Soit : 

X = OiU +[it? -}-... 
y = xn 4 fi' i' H 

une transformation ponctuelle quelconque laissant invariant 1^ point doublé 
((), 0). On déduit de ces fornuiles de transformation : 

\ \L dépendant des termes du second degré de la transformation précédente 
Pour que la substitution (14) conserve sa forme, il faut qu'à Télément dou- 
blé (0, 0, 0) corresponde le méme élément, ce qui exige a' = 0; les formules 
de transformation ont donc la forme : 

a5=au+Pi; -\ — • 

2/ = P' 1^ H 

oc 

et la substitution (14) devient : 

a f7 + p F -i == (S « + e a") «. -I- (S p + 6 p' + e n «' + -■- ?'' H 

X 
OL 



(•) Il faut supposer, bien entendu, C-1-0, comme nous Tavons fait jusqu'ici. 
(**) Tresse, ibid., § 3. 
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En résolvant ces équations par rapport à Uj F, on voit imniédiatement que 
Tori doit supposer a" = pour que la Iransfonnalion (14) conserve sa forme 
et les équations précédentes résolues par rapport k Uj V deviennent alors: 



u — o ti. - - , , 








substitutìon de la forme : 




U = S H -1 6, V 


-;-C, V' -T--- 


V= B,v 


T C,V'~-- 



(ir» 

On voit déjà que S est un invariant : pour montrer que c'est le seni in- 
variant distinet du premier ordre, il suffit de montrer qu'on peut choisir a, 
p, fi', fi" de fa^on que les autres coefficients 6,, e,, 7^,, C, de la substitutìon 
aient des valeurs déterminées. Cherchons à déterminer a, fi, fi', p" de fa^on 
que la substitution (15) ait la forme réduite suivante: 



U=S u -f r -!- 

V= V : 

Il suffit de poser: 

a fi 



(16) 



S % fi' -f- b p" -r e ^' r - fì^^' — Cp?." ^ j 



«?' 



d'où : 



C ^=1^=-^-- et [Sc + bC—cn]ii'^C' 



On peut dono déterminer a, fi, fi', fi", de facon à avoir le forme réduite (Kì), 
à condition que Sc-\-bC — e B ne soit pas nul. 

Aitisi S est le seni invariant distinet du premier ordre. De pluSy la sub- 
stitxdion peut se ramener en general à la forme réduite (UJ); enfìn Véquation: 

Sc^bC~cB = 

est une équation invariante. 
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Lorsque cette dernière équation est satisfaite, la forme réduite (16) ne 
peut plus convenir; mais on peut alors déterminer a, p, fi', p" de fa^on que 
la substitution (15) prenne la forme: 

U = Sn 

(16 bis) 



V=v . 
Il suffit de poser, pour cela : 

x = C p = c {i'=(' ^"= -IL 
Ainsi : 

Daìis le (lomaine d'un élénient doublé pris pour origine on peut toujours 

raniener la substitution (15) à Imie des formes réduites (16) ou (16 bis\ far- 

vies qui mettent en vvidence Vexistence d'un seni invariant distind du premier 

ordre, Vinvariapit S. 



CHAPITRE V. 

SUBSTITUTJONS CONTENANT PLUSIEURS FONCTIONS ET LEURS DÉRIVÉES. 

19. Nous généraliserons les résultats du chapitre précédent en con- 
sidérant une substitution dépendant de plusieurs variables: j?, r/,, //o,.-- //« 
et des dérivées y\, i/'s,.-» !/'« de i/,, i/a,.-^ l/n par rapport à x, Considérons 
la substitution: 

X = f (X, y,y «/»,... y„; </,, y\, . . . y\) \ 

r, = A (X, y,, y,,.,. y„; y\, y\, , . . yj I 

y. = fu (ìt, //, , i/2, . . . i/..; y\ , y'2, . . . y ,.)• ) 

Nous appellerons encore élénient doublé de cette substitution un élément 
(i*^o, 2/10, 2/*ov -, y..o; y\o, i/'.o,... Z/U) auquel corresponde le point x^, i/,o, 
y^o^'-j 2/„o' J^^^ coordonnées d'un élément doublé sont données par le système 
suivant: 

(i = l, 2,..., n). 

l/.o "= A («^0 5 i/io? i/'iov» l/»0 9 yio) yaov» Ì/ «o) 
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Les éléments doubles constìtuent en general une multiplicité dépendant 
de n paramètres: dans le pian, par exemple, (n=l), les éléments doubles 
dépendent d'un seul paramètre et les points (a?o, ifio) forment une courbe; 
dans l'espace, les éléments doubles dépendent de deux paramètres et les 
points (Xoj f/,0, ^20) forment une surface, du moins dans le cas general. 

20. Donnons d'abord une forme réduite à la substitution dans le do- 
marne d'un point doublé. Posons: 

x = x^-+- u 1/, = y.o -t- y'.o n \- i\ (i = 1, 3,. ., ^0 

(l'où Toh déduit: 



y'i = y\o + i\ 



et posons de méme: 



x = Xon U Y, = i/,o 4- !/'.o U+ V, . 

La substitution (l) devient une substitution faisant correspondre le point 
{U, V,) à l'élément (m, v,, v\). A l'élément doublé: 

correspond dans la nouvelle substitutioa un élément dont toutes les coor- 
données sont nuUes et la substitution prend la forme suivante, dans laquelle 
on a encore désigné les variables par a?, y au lieu de m, v, afìn de simplilier 
les notations: 

X = ao £C + a» y, -f a, 1/2 H [-a„ y„ + a» y\ + a, ?/', H r «•«/'„ + ^ 

+ F(x,y,\ys) 

y, = ao.i X + a,., y, + a,,, y^^ h a«.i yn + «1.1 y\ -r «2.1 2/'» H h 

+ «...1 !/'n + i^i (^, !/.; y'j) 



(2) 



+ «H^ //'« 4- F,. (jj, 2/.; y',) 
^« = «o.^ ^ + »i.H 2/1 + Ci2.n 2/2 H h ««.H 2/h + «i.« 2^'i + «2.» 2/^2 H h 

+ «..„ ì/'« + i^H (a?, yi ; ^ y). / 

Les expressions Fj,(x, t/,, y',) désignent des fonctions de x, y^, y^,..., y„; 
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y'i> y'%j'"j y'n ayant des dérivées partielles du premier ordre que nous 
supposons nulles et continues à rorigine. 

Les coefficients a et a, exprimés en fonction des coordonnées priinitives 
(j^o, 2/.0; y'.o) de l'élément doublé, ont les valeurs suìvantes, qu'on calcale 
immédìatement comme au Chap. I (§ 5): 









-\ h 



'dy„ ^'{d 






+ ••• + 



''''HI 



(*{ = l,2.3....,n) 



On peut encore transformer la substitution (2) de fasori à faire dispa- 
raitre les termes en x dans Yi, y,,,.., Y„. 
Gonsidérons le déterminant : 



A = 



Oo 



a« 



*«,i 



<^0,n «l,« «2„. • • • ««, 

Soient A^y ^,,..., A^ les coefficients de a©, «!,.••? «« dans le développe- 
nient de ce déterminant. Posons: 



A, x' 



A' ohi 



y^=^ A~, 2 ~^^'' ^'^ 






A, x\ 

A~, "2 



A x^ 

+ 1', . . . y„ = 2- -„.- + 1\ 



y\-= / x-^iK, 



A, 2 



et pareìUement: 



y — "*» "" _u F y — ^ -4- y y — ^". _j_ F 
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La substitution (2) devient une substitution donnant A", Fj, V^, V..,.-» 
en foiiction de x, r, , v,^,.,., v„; v\, w',.,.-i ''«• écrivons cette substitutioa 
en renipla^ant les lettres v et V par des lettres y et Y, afin de simplifier 
les notations; nous obteiions: 

., ^^^ Al) -\ Xi Al • • ' ' a„ ^1,, 

A = 1 X -a y, : a,y.'" ^ a„ y„ -: 

substitution dans laquelle les fonctions F ne sont plus les mémes que pour 
la substitution (2), mais possèdent les mémes propriétés. On voit que les 
coefficients de x dans r,, Ys,.--? i^» sont nuls et que le coflfìcient de x dans 

X est --r- : la substitution devient, en posant — =S : 

Aq An 

X = Sx^ a, yi -f- a. y, -f a,, y^ ^ ai j/'i ^- a, y\-' \ \ 

--^ny'n- F(x, yr, y'j) 

Yx = a:., i/i "^ a.,., y, 4- a,..i //,. ^- a, , y , -.- 7.,^, y',, u 

-T «,..1 //'« 4 F, (a?, y,; tj'j) \ (3) 

^"» = »!.« l/i + «2,H 2/« r ^...« ?/« ^ «i.H i/'i ^- «2.« 2/ V • • -r 

- 3t..,, //'., ^ F„ (x, y, ; i/;.). 

C'est ime forme de la substitution analogue à celle que nous avons obtenue 
dans le eas de deux variables (^ 6, equat. (())): nous avons suppose impli- 
citiment le determinanti 

dififérent de zóro. 

21. Conrhefi invarhnies par la substitntlon (1). — En suivant la ménie 

marche (luo dans le cas de deux variables, nous démontrerons que, fions 

les hypothèses A,, et |aS'|<:;1, il existe une courbe invariante: 

y, = '^, (x) y., = y, (x) , . . y„ = ^„ {x) 
contenant Télément doublé pris poni* orij^ine. Cette courbe sera défìnie 
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cornine limite des antécédentes successives d'une courbe initiale contenant 
l'élément doublé et défìnie dans le domaine de cet élément. 
Gonsidérons un système de fonctions: 

défìnies dans l'intervalle — fo, + fe et vérifìant dans cet intervalle les iné- 
galités: 

lf..o(^)l<SX|a^| lf.,o(^)l<Sx|aj|...lf.,o(a^)|<&X|a^(. (4)' 

A ce système, la substitution (;}) fait correspondre un système antécédent: 

^i.i («^) ^.,1 (^) . . . i.i (^) 

et on démontrera cornine au § 8 la proposition suivante: 

On petit déterminer deux nombres positifs ^ et h de fa^on que le système 
antécédent soit definì dan^s le ménte intervalle — Ji^ -\-h qne le système donne 
et vérifie les mémes inégalités: 

\^\A^)\<^x\^\ lf...(^)l<«l^l...|f.i(^)l<S|aj|. 

Pour établir cette proposition, on résoudra d'abord le système des n der- 
nières équations (3) par rapport à y\, y'av^ y» ce qui est possible dans le 
domaine de l'origine puisque le déterminant A^ est suppose diiférent de 
zèro. La substitution (3) prend alors la forme: 

X = Sx+a,yi + a.y^ h a„ y„ + «1 y\ + oc^y\ h «« y„ + F {x, yr, yi) 

y\ = r..ii 2/1 4- Ti.* I/i — h r«.A y^ -t- ^i^ Yì -{-K^ ^^ • •+ Ku y,, -\- 

+ F,K yn Xò 

analogue à la forme (7) du § 8. On déduira de là le système d' équations 
différentielles défìnissant la première antecèdente et on démontrera la pro- 
position énoncée en appliquant à ce système la méthode des approximations 
successives exactement de la méme manière qu'au § 8. 

De cette proposition, il résulte que tous les systèmes antécédents suc- 
cessifs sont définis (Jans un domaine commun — fe, + h. Il reste à montrer 
que, dans ce domaine, les antécédentes ont une limite et que cette limite con- 
stitue une courbe invariante par la substitution. 

A cet effet, on considérei'a, comme au § 11, deux systèmes de fonctions 
^i.oj 'l'2.ovj ^r..o d'une part et 0,,oj ^-ì.ovm ^«.0 d'autre part, vérifìant les iné- 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 14 
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galités (4); posons, pour abréger: 

ì/i = ^1,0 {^) 2/2 = ho (^) • • • Vu = ^".0 {^) et Zi = 6,,o (x) 

«2 = O'i.o (a?) . . . 2?M = 0„.o (ir) 

et soient Y,, Yg,..., r„ et Z, , Z^^,.,^ Z„ les antecédents de ces deux systèmes 
de fonctioiis. Soit <7 le iiiodule maximum des quantités \ y^ — z^\^ \ i/^ — z^ |,..., 
\y„ — zj daiis l' intervalle — ft, f-fo; on démontrera aisément (voir § 11) 
que les inégalilés: 

\yi — Zi\<G I y,. — 21. |< e . . . [ //„ — 2:„ I < <J 

entraiiient une iriégalité de la forme: 

\Y\-Z\\ + \Y\-Z',\"-\-\Y\-Z'„\<k[\\\-Z,\ + 

+ \Y,-Z,\'-'+\Y„-Z„\]+k'G 

k et k' étant des constantes dépeudaut de h et des dounées, c'est-à-dire des 
eoeflìcients de la subslitution donnée. Si Toh pose: 

et sì on remarque que l'on a: 

u ^ I Y\ - Z\ 1 -i- I Y\, - ^', I . . , + [ y'„ - Z\. I 

l'inégalité précédente entraine: 

ti <iku-rk' G 

et on en déduit, comme au § IO: 

u<kh e'"' e 



ou: 



I y, - z,\ + 1 y,_z, [. . . + {Y„-z„ \<khe"'G 



et, a fortiori: 

\Y, — Z,]<khe'''a (i= 1, 2, ..., n). 

La démonstration s'acliève comme au § 11: Si on prend pour z^ la pre- 
mière antecèdente de y. et si on dèsigne i)ar y,.,^ la p" antecèdente de «/,, 
on déduit de là: 

\Y,,~Y,,,,\<{khe'yG. 
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Or, on peut choisir h suffisamnient petit pour que khe''"' soit iriférieur à 

1 et ceci prouve la convergetice uniforme de la sèrie ^(V.j, — Yùp^i) daiis 

v 

riutervalle — h, -[- h et on déniontre de mème quo la sèrie 21 (^'-> — ^"..i.ri) <^!*t 

p 
uniforniénienl convergente dans le mènie intervalle. 11 en résulte que Y,,,. 

et 1",., tendent uniforniément vers des liinites pour p infìui. Le système des 

fonctions limites ainsi obtenu: 

<!-, (ir), ^,(sr),..., ÒAx) 
est indèpendant des fonctions initiales et détìnil une courbe: 

y, = -h {^) Vi = 4-» (•^) • • • Z/« = '1.. (•«) 

invariante par la substitution donnèe. 

On peut donc énoncer le Ihéorènie siiivant, qui gènèralise le thèorème 
du § 12. 

Théohème. Etani donnés la siibdiltition (1) ei un élément doublé {x„, i/,.o. 
Ut.»,--, y„.o\ y'ifl, y'to,---, y\.«) de cette sHhstilulion, posons: 



A = 



df, 



-y 



dy\ '^]dy\ dy\ 



yi 



df, 
dy'i 



Sy\ 
df 



cfi _ , di 
dy'„ ^'dy\ 



, df df, 
-^'oy^ 



dy\ "'dy. 



et; 






df ^ . df , , df 

dx^^'dy/---' l'-dy], 

df^ , . dfi , , df, 

dx.^^'dy,--'^'^"dy,. 



df, _, df 
dy.. ^-dy', 

df df df 
dy\ dy\. ' ' dij„ 

dfy df,_ df, 
dy\ dy\ ' 'dy'„ 



d_f. .df, 
dx ^"'dy. 



4- .'/ . 



dy„ dy\ dy\' cy\ 



expre^sións dans lesqneUes on suppose x, */,,..., y„; y\, y'i,---, y, reinpUtcrs 
par les coordomiées de V élément doublé. Siipposona: 

Ao I et |S1<1. 
Il existe alors un syslème de fonctions ^,{x), ij-o (a?),..., ^,{x) défniies dans un 
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certain inter vaile x^ — h, x^-\~h^ prennnt les valeurs f/,,,,, 2/2.0...., y«.o pour 
x=^x^^^ ayant dans le méme inter ralle rfe« dérivées qui pour x = x^ premient 
les valeurs y\,^, //'o.o,...? Z/^.o ^t vérifiant le systèine d'équitiopis fondionnelles 
siiivanf: 






(•^) 



On peut fairo, au sujet de la solution ainsi trouvée, les mémes remar- 
qiies quo dans lo cas de deux variables (§ 14); si on suppose les données 
arialytiques et qu'on cherche des développements analytiques vérifiant les 
équations fonctionnelles (5), on trouve que le calcul formel des coeffìeients 
est possible, en supposant que Aq ne soil pas nuL On est assuré de la con- 
vergence des développements forniels ainsi obtenus, dans le cas où | S | est 
inférieur à 1, car dans ce cas ces développements coYncident avec ceux que 
donne la méthode des approximations successives. Il resterai t à voir à 
quelles conditions ces développements convergent, lorsque | S | est supé- 
rieur ài. 

On peut aussi montrer que la quantité S est un élément essentiel, de 
la substìtution, car c'est un invariant de la substitution pour tonte trans- 
formation ponctuelle. Nous allons cliercher plus généralement tous les 
invaria nts différentiels du premier ordre de la substitution pour le groupe 
ponctuel. 

22. Invariants différentiels du premier ordre de la substitution (1) pour 
le groupe des trans f or mations poncttielles. — Nous emploierons encore dans 
cette recherclie la méthode déjà appliquée au § 18 et qui consiste à cherclier 
une forme réduite de la substitution. 

La substitution (1) a déjà été ramenée à la forme (3): mais on peut 
encore simplifier la forme ainsi obtenue. Si on effectue sur les y et les Y 
une méme substitution linéaire et homogène à coefFicients constants: 



Vi = H \i Sic et Y, = ^ \, Zy, 

k k 



d'où il résulte: 
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la substitution (3) conserve sa forme. Coiisidérous réquation: 

:,, —S «a, . . . 



•^^.i 



a.. ~S . 



'■2,n 



s 



= 



et limitons-nous au cas general où cette équation a n racines distinctes 
Si, So,.- 5 S„; noiis devons supposer en outre que colte équation n'a pas 
de racines nulles, puisqiie le produit des racines est égal au signe près au 
déterminant Ao que nous avons suppose non nul. Considérons la substi- 
tution linéaire: 



i". = «i,/«/'i-f-«v^V 



K,y„ (/ = i, 2,..., w). 



On sait, par la théorie des substitutions linéaires, qu'on peut disposer des 
coefficients \i de fa^on que la substitution précédente soit transformée en 
la suivante: 

Zi = Si z i Z2 =^ S'i z 2 Z^ = S„ z „ . 

11 en résulte évidemment que la substitution (3) prend la forme suivante, 
où on a encore design é les variables par y^ et i', au lieu de Zf et Zr- 



X =Sx^biyi + b,y, h 6. y, + p^ y\ + p, y\ 

Y, = 6,., yi ^ &«.. y2 [ K,, y„ + S, y\ H 

(ì = l,2,...,n) 



-r P« y'n + ■ 



(6) 



les termes non écrits étant de degré supérieur au preinier et les coefficients 
6 et p étant des fonctions des coefficients a. 

On peut se borner à considérer le sous-groupe des transformations 
ponctuelles qui conservent à la substitution cette forme (6) et chercher les 
invariants de la substitution (6) pour les substitutions de ce sous groupe; 
les invariants ainsi obtenus seront les invariants de la substitution (1) pour 
le groupe ponctuel general. 

On reconnaìt aisément que la transformation ponctuelle la plus gene- 
rale qui conserve sa forme à la substitution (6) est la transformation sui- 
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vante, qui a été prolongée jusqii'aux dérivées dii premier ordre: 
Vt = \i i\ H 

(i=:l,i2,..., H) 

les termes non écrits étant de degré supérieiir au premier. 

Il faut disposer des coefifìcienls de cette transformalion de fa^on à 
donner à la siibstitution une forme réduite. Les n dernières équations de 
la subslitution (6) deviennenl, lorsqu'on applique à cette substitution la 
transformation (7): 

\i K = (6,.. >,.i + S, (/-....) i\ 4- (6,,, \. + 6', 1^.,.,) r, 4 p 

4 {h„\.„-\-S,\f^.,)'i\ + -'-^' !;'. + ••• (i = l, 2, a,..., u). 

Clioisissons les coefficienls "k et p. de fa^on que les termes en r,, 
rj,..., r„ disparaissent : il suffit pour cela de choisir les coefficients f/x,. de 
fa^on que l'on ait: 

Ki\< + S,\f^,, = (i=l, ^2,..., n fe=l,2,..., n) 

ce qui donne : 

Les coeffìcients (7.^^, seront donc déterminés lorsqu'on aura déterminé les 
coeffìcients >,^.. et les n dernières équations (6) deviennent : 

v. = ^--, .■, + ... 

Prenons pour > la valeur 'k = S,, Alors les équations précédentes de- 
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viennent : 

F. = v\ + • 



Si 



V, = -'- V', + 



V =^" r 4 

'il Q * n 1 

EUes meltenl déjà en évidence les invarìants : ^- ^- • • • ~~ • Il reste à 

déterminer les coefftcìents \' et X,.,.. La transformation (7) devieiit, lorsqu'oii 
y remplace les p. par leiirs valeurs en fonctiou des.>c.„. : 



(7 bis) 



X ^Stu + li Vi + 'kfVi h X„ v„ H 

Vi =V.tvH — 
et la première éqiiation (6) devient, par cette transformation : 

équatìon dans laqiielle il faut supposer y'i, 2/«>--- y'« remplacés par les va- 
leurs tirées de (7 bis) en fonction de i?i, rt,..., r„; t;'i, r»,--? ^«- On peut 
disposer de Xi , Xt,..., X„ de fa^on à annuller les coefficients de v\, t^'t,..., 
i?'„ . Il faut pour cela : 



d'où: 



Ol Ol Ol Ol Ol 

. _ pi Xf,l -V _ P2 ^2 ^ Ph K, h 

Ol O2 o„ 



'*»l,ll • 



et il n'y a plus qu'à calculer X, 1 \,i . . . X^ 

Déterminons ces quantités par la condition que les coefficients de ih , t'a, ... , 
v„ dans U soient égaux à 1. On obtient ainsi les conditions : 
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Ou: 



r-SP, , , P.6,, fl,6,, P«^-lvi <i ti 1 ^ »\ 



Ges équations détermineiit les coefiBcients \, pourvu que les coeflBcients 
de X,... dans ces équations ne soient pas nuls: en égalant à ces derniers 
coeffìcients, on obtiendrait des équations invariantes et il y aurait lieu de 
chercher de nouvelles formes réduites pour le cas où une ou plusieurs de ces 
équations invariantes seraient satisfaites, mais nous nous liniiterons au cas 
general où aucune de ces équations n'est satisfaite. 

On voit qu' ón a dispose de tous les coeffìcients de la transformation (7) 
qui peuvent modifìer les coeffìcients des tennes du premier degré dans la 
substitution (6): les coeffìcients des termes du premier degré dans la nou- 
velle substitution sont alors, les uns des constantes et les autres les inva- 
riants cherchés. La forme réduite obtenue est la suivante: 

U =Su + Vi + Vì \-t\-] \ 

ir St , . f 

y^= «/*+•■• (8) 



xr Su ' I 



S 



Ainsi : 



Dans le cas general, la substitution (1) peut se raniener à la forme ré- 
duite (8), dafis le domaine d'un élénient doublé, et cette forme réduite met en 
évidence le système suivant dHnvariants différentiels distincts du premier ordre 
de la substitution (1), relativement au groupe des trans formations ponctuelles: 

Tout autre invariant différentiel du premier ordre est de la forme: 

^[^' 6\' «.'•••' Sj 
F étant une fonction arbitraire. 
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CHAPITRE VI. 

GoURBtS INVARIANTES PAR UNE TRANSFORMATION DE CONTACT. 

23. Nous rappellerons d'abord quelques propriétés classiques des 
transformations de contact dans le pian (*). Soit donnée la transformation 

Y=<p(j5, y, y). ) 
On en déduit: 

a/ .a/ , Il . ^^^ 

dx^dy^ '^dy^ ì 

de sorte que en general Y' dépend de a?, y^ y\ y". La transformation est 
une transfonnation de contact si à deux courbes tangenles quelconques elle 
fait correspondre deux courbes tangentes ou, en d'autres termes, si Y' ne 
dépend que de x, y, y\ 11 faut et il suffit pour cela que les fonctions ^ et 9 
vérifient Tidentité: 

[dx-^dy y)dy [dx'^dy^jdy-'' 

ou, en employant la nolation usuelle dont nous avons déjà fait usage au 
chap. IV: 

[f?] = o. , 

Deux fonctions / et <p liées par cette relation sont dites en involution. 

Si / et 9 sont en involutìon, l'expression (2) de Y' ne dépend que de 
Xy y, y, Posons: 

dx^ dyy ^dyy 



dx ' dy^'^d'y^ 



(*) Voir par exemple: 

LiE-ScHEPFERS, Geometrie der Berhuhrungs'iransformaiionen (Chap. TU, §§ 1 et 2). 

Annali di MaiemcUica, Serie III, Tomo XIII. 15 
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La transfonnation (1) est une traiisformation d'élcnient à point, mais si 
aux équations (1) on adjoint l'équalion (2), on a une transfonnation dVtó- 
ment à élénient: 

X = f (X, y, y) \ 

Y = 9 (x, y, y) J (3) 

Y' = ò{x, y, y) ) 

et c*est de cette fagon qu'on défìnit en general une transformatìon de contact. 

Dans rétude des courbes invariantes par une transforniation de contact, 
nous prendrons la transforniation, soit sous la forme (1), soit sous la forme 
(Ji): dans le premier cas, nous aurons ainsi une transformation de la nature 
de celles que nous avons étudiées dans cette deuxième partie; dans le deu- 
xième cas, au contraire, nous aurons à nous servir des résultats de la 
première partie (itération à trois variables). Pour distinguer dans la suite 
la transformation (1) de la transformation (3), nous appellerons la transfor- 
mation (1) une transformation de contact d'élément à point ou transforma- 
tion (X, Y; Xy y, y) et la transformation (3) une transformation de contact 
d'éUment à élément ou transformation (X, Y, Y'; x, y, y), 

R^etiv/ement aux fonctions. en involution, nous rappellerons encore les 
résultats classiques suivants: 

Si /" et 9 sont deux fonctions en involution, les équations: 

/"(i^, y, y) = const. 9 {x, y, y) == const. 

sont deux intégrales premières de la méme équation diflférentielle du second 
ordre: 

dx. d y -^ dy -^ 

Tonte autre intégrale première de cette équation est une fonclion arbitraire 
de f et de 9. 

Enfin si on élimìne y' entre les deux équations différentielles: 






fT. 



y 






f{^y y y) = « ? (^, y. y) = & 



ì on obtient une équation 

w {x, y, a, 6) = 



qui definii une intégrale commune aux deux équations différentielles. 
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§ 24. Considérons d'abord la transforiiìation de contact donnée cornine 
une transformation (X, Y; x^ y, y): elle est alors défmie par les équations (1) 
et elle possedè une infinite d'éléments doubles {pc^^ y^, y\) délìnis par les 
équations: 

/"K. y^^ y'o) = ^0 ? K' z/o. y'o) = Uo • 

Nous entendons ici les mots « élément doublé > au sens que nous leur 
avons donne au Ghap. IV (§4). Si, au contraire, nous considérions la tran- 
sformation comme une transformation (X, Y, Y'; x, y, y)^ il faudrait en- 
tendre par ^ élément doublé » un élément vérifìant non seulement les deux 
équations précédentes, mais aussi la suivante: 

Nous supposons actuellement qu'il s'agit d'un élément qui est doublé 
pour (1) sans étre doublé pour (3), de sorte que l'on a: 

0(ir„, f/,, y\) \ y\. 

En se reportant à la valeur de (a?, y, y) donnée plus haut, on voit 
qu'on peut mettre h{x, y, y) sous Fune des formes suivantes: 

^? 89,39/ 

dy' dx^dy^^ 
de sorte que l'inégalité précédente revient à la suivante: 

/a?_ -ari , 

\dy ^dy'j ' " 
oU, avec les notations du § H: 

CI 0. 

§ 25. Gourbes invarianles par la fransfonnafiou (A', Y; x, 1/, y'), — 
Proposons-nous de trouver une courbe invariante par la transformation (1) 
et contenant Félément doublé a?o, ^o, y'o- conformément à ce qu'il a été dit 
tau paragraphe précédent, nous entendons par élément doublé un élément 
vérifìant seulement les deux équations (1), de sorte que C n'est pas nul. 
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La tliéorìe des transformatìons de contact conduit à une courbe qui 
correspond au pobit unique Xq^ !/«: celle courbe s'obtient en eliminant y 
entre les équations: 

fi^y y^ y) = ^0 ? (^. y^ yl^yo^ 

Cesi elle que nous trouvons ici cornine solulion de l'équation fonc- 
lionnelle: 

Il esl essentiel de reinarquer que celle solulion esl une solution étrangère 
et qu'elle ne fournil pas à propremenl parler une courbe invariante par la 
transformalion: à un élémenl variable x, t/, y de la courbe y = '^{x) cor- 
respond en efifet un poinl fìxe unique a?o > 2/o • 

La solution étrangère ainsi obtenue existe évidemment, que C soil nul 
ou non. Mais il y a une différence essentielle entre les deux cas. Si on 
suppose, comme nous le faisons actuellement, que C n'est pas nul, les re- 
marques faites au § 14 montrent qu'il ne passe par l'élément a?o, t/oy y'o 
qu'une seule solution de l'équation (E), tout au moins en supposant la trans- 
formalion donnée et la solution cherchée analytiques : la* solution étrangère 
est donc la seule solulion de l'équation {E) contenant l'élément doublé. 
Supposons au conlraire C = 0, ce qui revient à considérer un élémenl x^, 
ì/o? y'o doublé, non seulement pour la transformalion (X, Y; ce, y, y), mais 
aussi pour la transformalion (X, Y, Y' ; x, y, y) : la solution étrangère n'est 
plus nécessairement la seule et nous démontrerons effectivement bientót l'exi- 
slence de deux autres solutions qui donneront de véritables courbes inva- 
riantes par la transformalion de contact et contenant l'élément doublé. 

26. Exemples, 1.** Soil la transformalion par polaires reciproques par 

rapporl à la conique: 

^y — x' = 0. 

Celle transformalion est défìnie par les équations: 

X=y' Y = xy-y 

et l'équation fonclionnelle correspondante esl: 

^[i^'{x)]^xi^'{x)-^{x\ {E) 

Les élémenls doubles soni donnés par les équations: 

^0 = y'o ^0 y\ = 2 yo 
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Ce soni les éléments formés d'un point de la conique et de la tangente en 
ce point. En éliminant y entre les équations: 



on obtient 



y' = x, xy~y=^^ 



xl 
y = xx,— ^ 



On vérifie immédiatement que la fonction -^ {x) ainsi défìnie : 

vérifie Féquation {E). 

L'équation précédente représente la tangente à la conique : à un élément 
variable de cette tangente la transforination fait correspondre un point unique 
de la ménie droite, le point de contact de la tangente. 

On a ainsi la solution étrangère signalée en general au paragraphe pré- 
cédent. Les véritables solutions du problème, c'est-à-dire les courbes invaria ntes 
par polaires réciproques, ont été déterminées, à un point de vue différent, 
par M"^ Darboux dans son célèbre mémoire « sur une classe renuirqnable de 
courbes et de surfaces algébrìques y>^{*) MJ Darboux a traité le problème ana- 
logue dans l'espace, mais sa méthode vsubsiste évidemment pour le cas du 
pian. Au point de vue qui nous occupe, le problème reviendrait à trouver 
une courbe f/ = '} (x) invariante par la transformation : 

X=y' Y=xy—y Y' = x. 

La fonction ^ {x) devraiì vérifier Téquation (E) et la nouvelle équation : 

^'W{x)] = x. ^ {E) 

Mais je me bornerai à signaler cette methode, qui conduit aisément à la 
détérmination de toutes les courbes identiques à leurs polaires réciproques. 



(*) Darboux, Sur utie classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques (Note IX). 
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118 Lattès: Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe 
2.<» Soit la transformation de contact: 

L'équation fonctionnelle correspondante est: 

ò[ax + f {x)] = ^2 a -1 {x) + [f {x)]\ (E) 

Les élémeiits doiibles oiit poiir coordonnées: 

Xo étant arbitraire. On a une solution de l'équation (B), dépendant du pa- 
ramètre arbitraire Xq, en éliminant y entre les équations: 

ax + y =x, ^ay+y'= \_^^ - 
ce qui donne: 

La vérification est immediate. 
27. Courbes inmriantes par la traìisformfìHon de contact (X, Y, Y'; 
ir, y, y), Considérons maintenant la transformation de contact donnée comme 
une transformation (X, Y, Y'; x, y, y): conformément à ce qui a été dit 
au § 24, nous ne parlerons, cette fois, d'élément doublé que lorsqu'on aura 
les trois équations: 

/"(^o» I/o' i/V) = ^0 ? K» «/o» !/'o) = //o ^ (^0, Z/o, y'o) = y\ . 
La troisième équation peut s'écrire (§ 24): 

C = 0. 

Le cas que nous allons trailer est donc le cas exclu dans les deux pa- 
ragraplies précédents, dans lequel la solution étran{?ère n>st pJus nécessai- 
rement la seule contenant rélément doublé (^r,,, y^, y\), 

Nous nous proposons donc de trouver une courl)e invariante par la sub- 
stitution (H) et contenant l'élément doublé (x^, y^^vW Soit y=:'i^{x) l'équa- 
tion d'une pareille courbe. La fonction ^ (a?) devra vérifìer les deux équa- 
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lions foncUonnelles : 

H/(*. '{','{'')] = ?(«', 4', f) (E) 

La fonction 6 est liée à /" et à © par l'identité: 

Le second niembre de celle identité ne contient y" qu'en apparence, en réa- 
lité il est indépendanl de y" puisque la transformation est une transforma- 
tion de contaci. 

Si on derive l'équation (E) par rapport à ir, on obtienl : 

ou, à cause de rìdentité précédente : 

f[r(x,v»iN(^f+l{f-;f^.f)=n.,.,.')[ii+i{f+//,f] 

équation qui se decompose en deux dont Tane est Féquation fonetionnelle {E') 
et Fautre une équation différentielle : 

dx ^ dy' ^dy^ ^ ^ 

Ainsi tonte fonction qui vérifie Téquation (E) vérifìe aussi, ou bien l'équa- 
tion {E'\ ou bien l'équation (A'"), d'où deux cas à distinguer : 

1 .• Supposons que la fonction i vérilie les équations (E) et (£?"): elle 
ne constitue pas alors une solution du problème tei que nous le posons 
actuellement et il est facile de voir qu'une pareille solution n'est autre que 
la solution étrangère obtenue en § 25; en effet l'équation {E") adraet une 

intégrale première 

f{x, '}, f) = x, 

et réquation {E) devient, en tenant compie de cette dernière équation : 
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En élìminanl ^' entre ces deux équations, on a bien la solution ^ oblenue 
au § 25. 

2.<> Supposons que la fonction ^ ne véritle pas (E"), elle doit alors vé- 
rilier (£'). Montrons tout d'abord que, réeiproqueinent, si une courbe y = H^?) 
contieni l'élément doublé x^^ //^, y\ et si ^ (x) vérifìe l'équation {E'), cette 
fonction ^{x) vérifìe a assi l'équation (E), On aura en effet, en multiplìant 

les deux niembres de l'équation (E') par o - 1- o^ 'Y -r- r~i Y\ la nouvelle 

équation : 

d'où 

C etani une constante. L'équation devant étre satisfaite pour x = x„, 

y = yoy y' = y'o> «" a: 

'{'K) = ^o + C' 

d'où C = 0. 

Ainsi la fonction <\i(x) qui vérifie l'équation {E'} vérifìe aussi l'équa- 
tion (E). Il résulte de là que, pour avoir la courbe cherchée invariante par 
la transforniation (3), il suftìt de considérer la substitution 

Y' = Hx,ij,y) ) 

et de chercher une courbe invariante par cette substitution contenant l'élé- 
ment (x^j y^j y\) doublé, non seulenient pour la substitution (4), mais aussi 
pour la substitution {;5). Si y = J/ (x) est l'équation d'une pareille courbe, .^ {x) 
vérifie en elfet l'équation {E') et par suite l'équation {E), 

L'étude des subslitutìons de la forme (4) pourrail se faire comme celle 
des substitutions (X, T; x, y, y) qui a été faite au Chap. IV : on pourrait 
definir les antécédentes et les conséquentes successives d'une courbe inìtiale 
contenant l'élément doublé et cliercher si. ces antécédentes et ces conséquentes 
ont des limites. On pourrait étudier ainsi les équations fonctionnelles de la 
forme (£), et cela, méme dans le cas où il ne s'agirait pas d'une transfor- 
mat ion de contact Mais cette étude n'est pas indispensable pour le problème 
actuel, que nous aborderons par une autre métliode au paragraplie suivant 
et elle exigerait des développements uu peu longs: aussi je me contenterai 
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ou une sur face invariante par une transfomiation. 121 

d'énoncer, pour les substitutions de la forine (4), quelques résultats dont je 
me propose de développer les dénionstrations dans un travail ultérieiir. Ces 
résultats sont les suivants : 

Etant donnée la substitution (4) et un élément doublé {x^, y^., y\) de 
cette substitution, formons l'équation : 

Soient iS", S" les racines de cette équation supposées distinctes et non 
nulles : % 

1.^ Si \S'\y j/S"'] sont tous deux inférieurs à 1, il existe une courbe 
invariante contenant l'élément doublé {x^y y^, y\) et détìnie dans un certain 
intervalle x^ — h, x^ + h: cette courbe peut s'obtenir comme limite des an- 
técédentes successives d'une courbe contenant l'élément doublé. 

2.^ Si |S"|, \S"\ sont tous deux supérieurs à 1, il existe une courbe 
invariante, limite des conséquentes successives. 

3.® Si \S'\, \S"\ comprennent 1, il existe deux courbes invariantes, 
rune limite d'antécédentes et l'autre limite de con.-:équentes (*). 

Si on applique la proposition précédente aux transformations de con- 
tact, on voìt qu'on peut definir, suivant les cas, un^ ou deux courbes inva- 
riantes par la trans fortnation de contact Qi) et contenant V élément doublé x^y 
l/oj Vù ^^ ^''^ trans forma tion. 

Ce resultai est ainsi établi sans supposer l'analyticité des données et 
en supposant seulement, comme on l'a fait au Chap. IV pour d'autres sub- 
stitutions, que les fonctions données /", 9, sont défìnies dans le domaine 
de {Xoj y^y y\) et ont des dérivées du premier ordre continues dans ce do- 
maine. Mais il n'est pas prouvé que les courbes ainsi obtenues soient les 
seules et, en particulier, pour le cas de \S'\y \S"\ inférieurs ou supérieurs 
tous deux à 1, il n'est pas prouvé qu'il n'existe pas une deuxième courbe 
invariante. 

Dans la méthode du paragraphe suivant, nous supposerons les fonctions 
/, 9, 6 analytiques et nous pourrons démontrer alors qu'il existe deux courbes 
analytiques invariantes dans tous le cas : en restreignant les hypothèses 



(*) Ces résultats s'appliquent à toute substitution de la forme (4). mème si cette sub- 
stitution ne provient pas d'une transformation de contact. 

Annali di MaiemoUica, Serie III, Tomo XIII. 16 
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faites sur les fonctions f, 9, 0, nous pourrons ainsi obtenir un resultai plus 
compiei que par la méthode précédenle. 

Nous allons donc reprendre par celle deuxièine mélhode ^ reclierche 
des courbes invarianles par la Iransformalion (3). 

28. Detixième méthode. — Dans la Iransformalion de coniaci (3), rem- 
plaQons y par une variable z indépendante de x et de y: elle devienl une 
subslilulion à Irois variables: 

X = f(x,y,z) \ 

Y=fi(x,y,z) \ (3 bis) 

f Z = 9(a^, 1/, ^) ) 

la fonclion pouvant prendre l'une des fornies suivanles: 

"• A / . dx dy'^ dz ,^. 

Hx,y,z)= =j^. (a) 

'- -i- . — L ^ — '_ 

dx dy dz 

Nous allons appliquer à eelle subslilulion les résultals de Ghap. Il sur Tilé- 
ralion à Irois variables. 

Si on a oblenu une courbe piane ^ = '| {x) invariante par la Iransfor- 
malion de contact (3), on en déduit une courbe de Tespace : y =^l{x) z = '|' {x) 
invariante par la Iransformalion ponctuelle (3 bis). 

Réciproquement, supposons qu'on ait oblenu une courbe analylique in- 
variante par la subslilulion (3 bis) et passarli par le poinl doublé {x^, y^, y\) 
de celle subslilulioji : on sait qu'il y en a Irois en general (Chap. II). Soienl 
2/ = ^ (2/) ^ = Z (•^) l^s équalions d'une pareille courbe. Peul-on en déduire que 
la courbe piane y = H^) ^^^ invariante par la Iransformalion de contact (3)f 
La question revienl à cbercher si ^ (i^) ^t necessairement la dérivée de i^ (x) : 
nous monlrerons que celle condilion n'esl salisfaite que par deux des Irois 
courbes invaiiantes et non pas par la troisième. 

29. Forme réduite. — Donnons d'abord une forme réduite de la Irans- 
formalion de contact dans le domaine de l'élémenl doublé {x^^ y^^ y\). Par 
un cbangement de variables, on peul toujours amener rélément doublé à 
avoir ses Irois coordonnées nuUes et les deux premières équalions (3) ont alors 

la forme: 

X = ax + by + cy+F{x, y, y) 

Y=Ax+By-\-Cy+<^{x, y, y). 
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Nous avoiis obtenu au Chap. IV (§ 5) les expressions de a, h, e, A, li, C 
eri fonction des coordomiées priniitives (ir„, */„, y'J de l'élément doublé. Eii 
se reporlant à ces valeurs:, on voit (|ue l'ou a en partloulier : 

Actuellement, on a : 

^ = C = ^ 

car l'élément doublé (x„, »/„, i/'„) vériiìe l'équation //'„=:e(j;„, j/„, j/'J qui 
peut se mettre sous les deux formes suivautes: 

, I dx ^ a> /^] 

De plus, pour pouvoir appliqiier les résultats obteiius dans Tétude de 
rUération à trois variables, il faut supposer que dans le domaìne de (j^„, 
2/o» y'o) 1^*^ fonctions /*, 9, soiit holomorplies et, d'après les formes (5) de 

la fonetion 0, il faut que [J^'Jy] ^^(^ M '^^ soient pas nuls en menie 

lemps (*), alìn ([ue Fon puisse eniployer Tuiie au nioins des deux formes (5) 
de la fonction 0: il en résulte qìCon doit supposer que a et e ne soni pas 
nuls en mente temps. 




(*) Les coiidìtions {^ +^ y'\ «'=3 et \^,\ ='=() expriment, en general, que t/', n'est 

pas infini: elles dépendent donc de Torientation des axes de coordonnéee. Le seul cas qui 
reste ainsi à étudier est celul où Ton a en mème tenips: 

m + sfA -0 i^^-\-^^-,A ^ I^M -0 i^^\ -0 
lax + ay^|„-" ìd^^dy^ìo bui» lar'l» 

Les éléments doubles véritiant sìmultanément ces i tMjuations soni des élémenls singuliers 
dans le domaine descjuels une étude particulière serait nécessaire. 
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Les équations réduites soni donc de la forme : 

X = ax+by +cy' + F{x, y, y') 
Y= By +<t>(x,y,y') 

a et e n'étant pas nuls lous les deux. 

On déduit de ces équations Y' sous les deux formes suivantes: 



dx^\^^dy}y _ w 



On emploiera la première si a n'est pas nul et la deuxième si e n'esl 
pas nul et on pourra, dans les deux cas, développer Y' en sèrie ordonnée 
suivant les puissances de x, t/, y\ dans le domaine de Torigine. Examinons 
successivement les deux cas. 

i.^ Supposons e et employons la deuxième forme de Y\ On a, 
pour le développement de Y\ une expression de la forme : 

^'ì P? V ayanl les valeurs suivantes : 

..'(/♦,) f=-U^t-] r-J-ll^)- 

c \dxdyl„ '^ e \dycy), ' e \dy'}, 

Ces coefiicienls «, p, y et les coefficienls a, 6, e, i?, ne sont pas d'ail- 
leurs indépendants. 

On a en effet l'identité: 

qui exprime que la transformation est une transformation de contact. En 
dérivant cette identité par rapport à y' et en rempla^ant ensuite a?, y, y' par 
zèro, on obtient: 

\oy A \^ySy), 
ou bien: 

a y — e 0L = B, 
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On voit d'ailleurs aisément que cette relation est la seule existant entre les 
coefficients des ternies du premier degré en x, y^ y dans le cas general.. 
Ainsi^ en supposant e -IO, la transformation prend la forme rédiiite: 

X =:f(x, y, y) = ax + by +cy-{ \ 

Y =rf{x, y, y)= By +••• j (8) 

T = 9{x,y,y') = ^x + ?>y^^{y + '" ) 

les coefficients étant liés par la relation: 

ay — COL =^ B, 

2.® Supposons a =-- 0. On emploiera alors la première forme (6) de Y ' 
et on aura: 

«? P> Y ayant les valeurs: 

a \dx\f^ ^ a\dxóyì^ ^ a \dxdy /„ 

Si on derive les deiix membres de Tidentilé (7) par rapport à x et si 
on remplace ir, «/, y par zero, on obtìent la relation: 



^\dxdy')^' ^U<lo 



ou bien: 

a (a Y — B) — e a a = 

ou encore: 

a y — e a = B, 

Ainsiy on obtienl encore dans ce cas la méme forme réduite (8) pour la 
transformation de contact. 

30. Dans la transformation (8), rempla^ons maintenant y' par une 
variable z indépendante de x et de y, comme nous l'avons indiqné au § 28. 
Elle devient une substitution à trois variables: 



(8 bis) 





X = f{x, y, z) = ax i-by -] cz + ■^ 


1 

: ) 

1 




Y=f{x,y,z)= By +•• 




Z = 9{x, y, z) = %x + ^y \-yz + -- 


avec la relation: 


a Y - - e « = B. 
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L'équation en S relative à cette siibslitution (Voir Chap. II est la sui- 
vanle: 

a — S b e 

B—S =0 

« p Y — ^ 



ou bien: 



ou encore 



(B—S) [(a — S) iy — S) — ca] = 
{B^S)[S'-ia + y)S-\-B] = 



à cause de la relation a y — C(x, = B, 

L'une (les racines est S = B. Soient S\ S" les deux autres racines. Re- 
niarquons que l'on a: 

S = S'S\ 

Aiiisi, Vane des racines de VéquaUon en S relative à un éléinenl doublé d'une 
transformation de contact est égale au produit des deux autres. 

Remarquons aussi que l'équation du second degré qui admet pour 
racines S\ S" n'est autre que réquatìon en S considérée au § 27, dans la 
première méthode indiquee pour la recherche des courbes invariantes (*). 

Pour appiìquer le théorème fondamenlal du Chap. Il sur les courbes 
invariantes par une substitution, nous devons supposer que les racines de 
l'équation en S sont distinctes, ont des modules différents de zèro et de 1, 
et enfìn qu'aucuhe des racines n'est une puissance entière d'une autre ra- 
cine: à cause de la relation S = S'S\ celle dernière hypothèse revient à 
supposer qu'aucune des deux racines S\ S" n'est une puissance entière de 
l'autre. Nous ferons donc ces diverses hypothèses. 

Il existe alors trois courbes analytiques invariantes par la substitu- 
tion (8 bis) et passant par l'origine. Cherchons les tangrentes à ces trois 
courbes à l'origine. 

La tangente à la courbe invariante C correspondant à la racine S = B 
a pour équations: 

{a — B)x\ by + cz = 



(*) Dans cette équation, le terme iiidépendant [/", 0]^ se réduit en effet hay — c^, c'est- 
à-dire k B, 
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Remarquons ({xxelìe n'est pas mtuée dnns le pian y = 0, car il foudrail pour 
cela: 

(a — J5) (y — i?) — e a = 

et rune des raciiies S' S" serali égale à B: réqualion du troisième degré 
en S aurait une racine doublé, contre rhypoUièse. 

Gonsidérons maintenant la tangente à la courbe invariante C corre- 
spondant à la racine S\ Elle a pour équations: 

{a — S')x-hby + cz = 
{B-S')y = 

ocx + ^y + (y — S')z = 

équations qui se réduisent aux suivantes: 

{a — S')x-{-cz = y = 0. 

La tangente est donc sìtuée dans le pian y = 0. Il en est de niéme pour 
la tangente à la courbc invariante C" correspondant à la racine S". 

Ainsi, pour deux des trois courhes analytiques invariantes par la Hub- 
sUfution (8 bis) et passant par Vorifflne, on a y\ = 0: soient C\ C" ces deux 
courhes; pour la traisiènie conrbe C au contraire, on a y'o-[ 0. 

Ceci pose, soient y = ^{x) s = i (x) les équations de Fune quelconque 
de ces trois courbes C, C\ C". Nous allons démontrer que, pour C et C", 
la fonction /{x) est la dérivée de ^(a?), mais que pour C il n'en est pas 
ainsi: il en resulterà qu'il existe deux courbes analytiques invariantes par 
la transforniation de contact (8) et deux seulenient. 

Si on suppose en effet y ^i z reinplacés dans les équations (8 bis) 
par les coordonnées '} (x), x {'^) d'un point de l'une des trois courbes C, C. 
C\ on a: 

^., dx^dy^^dz"- 



dx^ dy^ ' dz' 



(9) 
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Rappelons que, daiis cette dernière équation, z n'entre que d'une fagon 
apparente, puisque la transformation (8) est une transformation de contact 
Supposons d'abord que y et z désignenl les coordonnées d'un point 
de l'une des deux courbes C, G". Pour ces courbes, on a: 

y'o = «0 = 0. 

Prenons les dérivées successives par rapport à x des deux meinbres des 
équations (9) et rempla^ons x par zèro dans les relations ainsi obtenues. 
Pour 05 = 0, y, y, Y",... et Z, Z\ Z",... deviennent égaux respectivement 
à y, y', y'\... et à », z, z",... On obtient dono ainsi des relations entre y\, 
y\y 2/"«v.. et z\, z\, z"\,... On a: 

[dx^dy^ ^dz^) 

+ gy^ +gg''j {dz^dyy^TznXdx^-^ ' dz-) 
V^^ dy^ d z ] 

Si on remplace x par zero, on obtient une relation entre y\^ z\, y\, 2r"„ 
qui, résolue par rapport à y\, prend la forme: 

La deuxiènìe équation (9) ne diffère de la première que par le chan- 
gement de y en z et de Y' en Z: donc, en prenant les dérivées des deux 
membres par rapport à x et en rempla^ant x par zèro, on obtient: 

En comparant les deux relations ainsi obtenues, et en tenant compte 
de la relation y\ = z^, on voit que Fon a: 

Je dis qu'en general on aura de méme: 

2f — Zq 



Digitized by 



Google 



ou une surface invariante par une trans formation, 129 

Supposoiis la proposition établie pour toutes les valeurs de n jusqu'à 
n=p — 1 et démontrons qu'elle subsìste pour n = p, 

En dérivant p fois la première équation (9) par rapport k x, en rem- 
plaQant x par zero et en résolvant par rapport à «/?^ la relation ainsi obte- 
nue (*), on obtìent une égalité de la forme: 

Dérivons maintenant la deuxième équation (9) par rapport à x: comme elle 
ne diffère de la première que par le changement de y' en z et de Y' en Z, 
ce qui entraine le changement de t/^*^ en 5?**"'^ et de Y^*^ en Z'^'~'\ on obtien- 
dra, pour x = 0: 

et comme on a, par hypothèse : 

on volt qu'on aura aussi : 

ce qui démontre la proposition. 

Ainsi, les équations de chacune des courbes G et C sont de la forme: 

y = ^(u;) = i/^ j— ^ + 1/ 0Y7273H 

et f(x) est bien la dérivée de ^(x\ 

Il en résulte que la courbe piane y^=^^(x) est bien invariante par la 
transformation de contact (8). 



(*) Il est aìsé de voir que la relation ainsi obtenue.et les relations analogues obtenues 
précédeminent déterminent bien d'une fa<?on univoque les quantités \f^^ j/"'©,..., yj**. Ges 
relations, jointes aux relations analogues obtenues en partant de la deuxième équation (9), 
sont en effet les équations servant à effectuer le calcul formel des coeffìcients j/^j, y^,... 
et aj^g, sT^^,,. des équations d'une courbe invariante, lorsqu'on a déjà calculé les coeffìcients 
y\ et fif'o. Or, d'après les résultats du Ghap. li, les coeffìcients y\, ^^ une fois calculés, il y a 
une caurbe invariante ei une seule pour laquelle y'o, s'o ^^^^ ^^ valeurs ainsi calculées: il en 
résulte évidemnieut que les équations que nous considérons peuvent étre résolues de proche 
en proche par rapport à y\, y*'©»"'» Vi^^ ®^ qu'elles ont chacune une solution et une seule. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 17 
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Ce raisonnement s'applique aux deux courbes C et G\ mais il ne s'ap- 
plique pas à la courbe C, car pour celle dernière, on a: 

i/o I '^0 

puisque s^ est nul et que y\ ii'esl pas imi 

Ainsi la courbe C qui esl invariaiile par la Iransforination poncluelle 
(8 bis) ne fouruil pas une courbe piane invariante par la Iransfornialion de 
coniaci (8). 

Les résullals des derniei's paragraphes soni re{=iumés dans Ténoncé 
suivanl: 

Théorème. — Soit donnée une transfornuttion de contact: 

X = f {x, y, y') r = (p {X, y, y') F = {x, y, y'). 

Soit (i^o, 2/o? y\) ^^ élément doublé de la trans format ion dans le doniains 
duqnel les coefpcients f, <p, 6 soni holomorphes. Supposons que Véquation en S: 

\dx oy^ dyl, \d y "^ dyì, 

ait ses racines distinctss, de module différent de et de \ et enfin qu^au^tine 
des raciìws ne soit une puissance entière de Vanire racine (*). Il existe alors 
deux courbes analytiques et deux seulement invariantes par la traìisformation 
de contact et contena ut V élément doublé (x-^^ y^, y\). Si y'=^{x) est Véquation 
d'une de ces courbes, la fonction '^(x) vérifle, dans le domaine de x^, les deux 
éqnations fonctionnelles : 

^ [/"K^, f)] = ?(^S'l, f) {E) 

31. Exemple. — Soil la Iransfornialion de coniaci: 
X = ax + y' Y = 'lay + y' T = '2y 



(•) Il ii'y a pas à faire intervenir la troisièoie racine S=^B dans ces hypothèses, puisque 
la courbe invariante de Tespace eorrespondant k cette racine ne fournit pas une courbe 
piane invariante par la transFormation de contact: si, par suite d'une hyi)othèse faìte sur 
cette racine, la courbe invariante de Tespace qui lui correspond venait à disparaitre, cela 
ne changerait donc pas les résultats relatifis à la transformation de contact. 
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et soit à déterminer les courbes analyti(iues invariantes coiitenant l'élément 
doublé x^ = y^ = y\ = 0. 

Gonsidérons la substitution: 

X=ax \- z Y^3tay + z' Z=^-2z. 

On détermine aisémeiit les courbes invariantes passant par l'origine, 
en employant la méthode des coefficients iudélerniiués et on trouve les trois 
courbes suivantes: 

t®"*** courbe : x = z = 

2« courbe : y = Oz = 

3^ courbe : y =^ ^ z = {"2 — a) x. 

Pour les deux dernières courbes, z est la dérivée do y par rapport à x; 
ces deux dernières courbes donnent deux courbes planes invariantes par la 
Iransformation de contact: 

1««* courbe : y = 

(^2'-a)x' 
2« courbe : y == ^ ^ 

Ces deux fonctions vérifìent à la fois les deux é([uations fonctionnelles: 
^ [a X + ^' {X)] =^a^{x) + W {x)Y 
^'[ax 'r'y(^^] = '2'Y{x). 

La vériflcatìon est immediate. 

On a trouvé en outre au § 2rt une infinite de soìulions vérifiant la 
première de ces équations sans vérifier la deuxième. 

32. Équations différentielìes invariantes par une Iransformation de 
f^ontact. — Étant donnée la transforniation de contact (3), on peut se pro- 
poser de chercher une équation diflférentielle F{x, y, y) = invariante par 
la transformation. Une pareille équation possedè la proprìété suivante: 
^tant donnée une courbe intégrale de Téquation, la transformation de contact 
^ppliquée à cette courbe donne une nouvelle courbe intégrale de la méme- 
équation. 

Le probième revient à la recherche d'inie surface invariante par la 
substitution à trois variables (3 bis). Soit {x^, y^, y\) un point doublé de 
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cette substitution: l'équation en S relative à ce poiiit a trois raciues doni 
rime S est égale aii produit des deux autres 5", S\ D'après les résultals 
du Cliap. II (§§ 18 et 19) sur les surfaces invariantes, il y a en general une 
surface invariante contenant l'élément doublé et correspondant à la racine S\ 
pourvu que \S\ et |iS'"| soient tous deux supérieurs ou tous deux infé- 
rieurs à 1; il y a de méme une surface invariante correspondant à la ra- 
cine S" pourvu que *S* , et '6"| soient tous deux supérieurs ou tous deux 
inférieurs à 1. Mais pour la troisième racine S, on est arrété dans le calcul 
tbrmel des coefflcients à cause de la relation 8 = 8*8": il n'y a donc pas 
en general de surface invariante correspondant à cette racine; mais il peut 
arriver cependant que, pour une transformation particulière, il y ait, non 
pas iiìipossibilité, mais indétermination dans le calcul formel: dans ce cas, 
on aurait une infinite de développements vérifiant formellement Téquation 
Ibnctionnelle qui défìnit la surface invariante et il resterai! à voir si les 
développements obtenus sont convergents. La méme question se pose d'ail- 
leurs dans le Ghap. Il, toutes les fois qu'il y a entre aS, 8\ 8" une relation 
de la forme 8 = 8''^8"P et nous n'avons pas étudié ce cas au Cliap. II. 
Nous nous bornerons donc à conclure en remarquant que toutes les fois 
qWon a pu óbtenir une surface invariante par la transformation (3 bis), on 
en déduit, en reiuplagant z par y dans Véqualion de cette surface, une équation 
différentielle du premier ordre qui admet la traìis format ion de contact (3). 
Ce resultai est general pourvu qu'on considère, comme le fait Sophus Lie, 
une équation différentielle du premier ordre comme une équation entre les 
coordonnées x, y, y d'un élément: Ténoncé s'applique alors, méme au cas 
où l'équation d'une surface invariante ne contiendrait pas z. 

Exemple. — Soit la transformation déjà considérée au paragraphe pré- 
cédent : 

X=ax + y' Y = ^ay + y'' Y' = 2i/'. 

Si on y remplace y par z^ on a la transformation ponctuelle: 
X = ax-\-z Y=^ay + z' Z=^z 

qui admet l'origine pour point doublé. 

Ramenons d'abord cette transformation à avoir la forme canonique in- 
diquée au Ghap. II. Pour cela, il suffit de poser : 

u = x + -^,- et f/=X + -#-,. 
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La traiisformalion devient : 

U=au Y=^2ay^-z' Z=^2z. 

Les racines de réquation eii S soiit rr, 2 et 3 a. 

A la racine 6''=!2 correspond la surface invariante tangente au pian 
xOy: 

A la racine S" = a correspond la surface invariante tangente au pian 
yOz: 

u = Q. 

Enfin cherchons une surface invariante tangente au pian xOz. Soit : 

y = ^^{u, z) = (xu^ -]-^2^uz -\ y z' -\ 

réquation de cetle surface. La fonction '>}; doit vérifier l'équation fonclion- 
nelle : 

']; {a u, 2 ^) = 2 a •]/ (w, z) + z\ 

On reconnaìt aisément que lous les coefficients de '\f (u, z) doivent étre 

nuls sauf y qui est egal à ^. . -r et [i qui est arbitraire: ainsi on est dans 

z (z a) 

le cas où le calcul des coefficients conduit à une indétermination et on trouve 

une infinite de surfaces analytiques invariantes tangentes au pian xOz et 

ayant pour équation generale : 

z^ 
^ ^ ' 2(2 — a) 

Si on revient aux variables x, y, z, on a les surfaces invariantes sui- 
vantes : 

^ = ^=2-a ^ = P-^^^-2(2-a)^ 

et si on revient à la transforniation de contact dans le pian, on volt qn'on 
obtient les équalions différentielles suivanles invariantes par la transfonua- 
tion de contact : 

V » 1 — 2 S , 
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p etani une constante arbitraire et la inéthode employée mentre que ce soni 
les seiiles équations différentieìles admetfant la transformation de contact pro- 
posée, vérifìées pour x = y = ij =0 et telles que Fune au moins des 
trois quantités Xj y, y soit une fonction holomorphe des deux autres quan- 
tités, dans le domaine de x = y =^ y =0. 

Tonte courbe intéjjrrale de Fune de ces équations se transforme, lorsqu'on 
lui applique la transformation de contact donnee, en une nouvelle courbe 
intégrale de la méme équatìon : il peut arriver que la courbe intégrale con- 
sidérée coincide avec sa transformée, c'est alors une des courbes invariantes 
trouvées au paragraphe précédent. 

Il faut supposer, dans ce qui précède, qu aucune des quantités a, 2 et l2 a 
n'est le produit de deux puissances entières des deux autres quantités: dans 
ce cas, il peut y avoir une nouvelle indéterniination dans le calcul formel des 
coefflcients, d'après la théorie generale du Chap. Il et les équations obte- 
nues ne sont plus les seules répondant à la questioni enfìn si a ==2, les 
résultats j^récédents tombent en défaut, maLis nous nous bornerons au cas 
general. 

33. Convergence irréguUère et cycles de courbes invariantes. — La notìon 
de convergence irrégulière dont nous avons parie dans Tétude de Titération 
a deux ou k trois variables (h'"® partie§§ 15 et 23) s'étend sans difficulté aux 
trarisformations de contact. 

Gonsidérons une transformation de contact T^ et ses puissances T", T%... 
On peut se proposer de cherclier une courbe qui soit invariante par la tran- 
sformation T'' sans eìtre invariante par les transformations T" d'indice n ìn- 
férieur à p. Une pareille courbe C est transformée successivement par la 
transformation T' en des coiu'bes C.^, C\,,.., (?,,, (7,,|.,,... et la courbe C,,|., 
coincide avec (-,, car elle pourrait se dedurre de Ci par la transformation T'* 
qui laisse C\ invariante ; on a ainsi mi cycle de p courbes se pennutant cir- 
cnlairement par la transformation T\ Au point de vue purement anàlytique, 
nous formons ainsi un cycle de p fonctions ^, {x), ^. {^r) , . . . , ^^ (x) vérifiant 
un système d'éqnations fonctionnelles. 

Cette notion de c(mvergence irrégidière s'applicjue, soit qu'on considère 
la Iransformation T^ comme une transformation (A", Y; x, y, y) (Vclément à 
point (§§ 24 à 2(5), soit qu'on la considère comme une transformation d'eie- 
ment à élément (§ 27 et suivants). Supposons que la transformation soit celle 
définie par les équations (3) ou (3 bis): dans le premier cas, on definii ainsi 
un cycle de fonctions y , ^j,..., 'l'^, vérifiant le système d'éqnations fonction- 
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nelles 






ìk'ò 



Dans le deuxièine cas, les fonctions ij<t, <li.j,..., -I^. doiveiil vérilìer, non seu- 
lenient les équations (Ki), (fi^),..., {E,X '"ais aussi ics équations: 






{E\) 
{E\) 



La résolulion de ces systènies d'équations fonctioimelles se ramène, 
comiiie Oli volt, à la résolutioii d'une ou de deux équations fonctionnelles 
définissanl une courbe invariante par la transformation T'i soit Ci eette der- 
nière courbe et Cj, Cs, . . . , 0,, les transforniées successives de C\ par la tians- 
formation T\ Si ces courbes ont respectivement pour équation les équations 
suivantes : 

les fonctions ^i, ^2,..., ip conslituent une solution du systènie d'équations 
fonctionnelles données. 

Rappelons enfìn qu'on obtient, par de siniples éliuiinations, une infinite 
de courbes invariantes par une transformation de contact considérée conime 
transformation (A", 1'; x, y, y') (§ 25). U en résulte qu'on obtiendra par de 
simples éliuiinations une infinite de solutions du système forme par les équa- 
tions Ei, jE^,..., E^. 

34. ExEMPLES. — 1.® Soit la transformation de contact iTélément k point: 



T, 



X = x + y 
{ Y=^2y + y' 



et soit à trouver un cycle de deux courbes 6\ , C\ se permulant par la tran- 
sformation r, . 
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La Iransformation itérée T* est la suivante: 

X = x +Sy' 



' Les éléments doubles de T. ont pour coordoniiées x = \ y = y' = 0, 

/ X élant arbìlraire. Pour obtenir une courbe invariante par T^ , il suffit (§ 25) 

^. d'éliminer y' entre les équations : 

Le résultat de Télimination est: 

^; G'est Féquation de la courbe Ci . Si on applique à cette courbe la transfor- 

'^ mation Ti, on obtient la courbe C^. On trouve immédiatement Téquation de 

i^' cette courbe; 

Les deux courbes (C\) et (C,) se pennutent par la transforniation Ti. 
Au point de vue purement analytique, les fonctions : 

I <^{x) = -{x--ky et Hx) = -y{x--ky 

1 vérifient le système d'équations fonctionnelles : 



On pourrait, de la méme manière, chercher un cycle de p courbes se 
permutant circulairement par la transformation Ti . 

±^ Soit la transformation de contact d'élément à élénient 



l X ^ay' 
^^ ) Y=b{xy'-^y) 



1 = - - X 
a 
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et soit à troiiver un cycle de deux courbes se perniutant par la trarisfor- 
jiiation. La Iransforiiiation iterée est la suivante : 

/ X =bjc 

{ Y' = by\ 

Cesi une simple transforniation ponctuolle prolonji:ée. Elle adniet les 
courbes invarianles y = Xx\ 1 étant arbitraire. 
La eourbe 0, a pour écfuation : 

y^lx'. 

La courbe C\ s'obtient en appliquant à C, la transforuiation T, , ce qui 
donne : 

_ bx' 
^~ ia'l ' 
Si on pose : 



7- 



a» 



les fonctions '^ et 9 vérifìent le systènie des quatre équatìons fonctìonnelles : 

i!^ [a 0' (X)] = 6 fa- e' (x) — (x)] ò' [a V (x)\ = ^x 

a 



9 \a f {x)\ = 6 |x f (X) - <{- {x}] 6' [a f (x)] = ^ x. 
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Sulle forme differenziali a variabili 
alcune dipendenti altre indipendenti. 

(Del DotL Guido Tognoli, a Pavia.) 



11 chiarissimo prof. Pascal in una lunga serie di lavori pubblicati in 
questi ultimi anni ha studiato le forme e le equazioni ai differenziali totali 
di ordine superiore nell'ipotesi che, o ima delle variabili sia funzione delle 
rimanenti (*), o tutte siano funzioni di altre indeterminate (**). 

In questo lavoro io ho preso a considerare le forme ai differenziali to- 
tali in un' ipotesi diversa, e cioè quando si immagini che alarne delle va- 
riabili siano funzioni di altre indeterminate che, in particolare, potranno es- 
sere le rimanenti. Questa ipotesi è contemporaneamente per un certo senso 
più generale e per un altro verso meno generale della seconda di quelle so- 
praindicate ; in ogni modo essa comprende come casi particolari sia l'una che 



(*) E. Pascal, SaUe equassiani ai differefunali totali di ordine qualunque, Rend. Ist. 
Lomb. (i£). 33. (19(X)). — La teoria delle equaeiofn ai differenziali totali di Ilio ordiìie, Bend. 
Ist. Lomb. (ì£). 33. (1900). — Grundlagen fiir eine Ttieorie der Systeme totaler DifferentiaU 
gleichungen 2Mr Qrd.y Malh. Ann., t. 54. 

(**) E. Pascal, Introduzione alla teoria, invariantiva delle equaeioui di tipo generale ai 
differenziali totali di II o ordine. Annali dì Matem. (3). 7. (1901). — Un tem-ema della teoria 
invariantiva delle espressioni ai di fferetiziali totali di II.o ordine. Rend. Ist. Lomb. (ì^). 3^1. (1901). 

— Sulle mairici a caratteristiche invarianti neUa teoria delle forine ai differetiziaU di II,o or- 
dine. Rend. Ist. Lomb. (^).. 35. (1902). — Su di un invariante simultaneo di una espressiotie 
ai differenziali totali di ordine qualunque e di un'altra alle derivate parziali. Rend. Ist. Lomb. 
(2). 35. (1902). — Estemione di alcuni teoremi di Frobexiis. Rend. Ist. Lomb. (!2). 35. (1902). 

— SuUa teoria invariantiva delle espressioni ai differenziali totali di 11.^ ordine. Rend. Acc. 
Lincei. (5). xi. (1902). — I problemi di riduzione di Pfafp e di Jacobi nel caso del 11.^ or- 
dine. Rend. Acc. Lincei. (5). xu. (1903). — Nove note sulle forme ai differenziali totali di or- 
dine r. Rend. Acc. Lincei. (5). xii. (1903). 1.* e ±* sem. — Sulle forme differenziali omo- 
geìiee di ordine superiore. Rend. Ist. Lomb. (2). 36. (1903). — Le forine differenziali ad una 
sola variabile. Rend. Ist. Lomb. (2). 37. (1904). 
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l'altra di quelle considerate dal prof. Pascal, e posso così ottenere, in alcuni 
problemi, delle formole uniclie. 

Io farò vedere che, in gran parte, la ricerca può svolgersi in modo da 
potersi ricondurre al caso già trattato, e propriamente che i simboli e in 
generale le formazioni fondamentali che conviene hitrodurre nel nostro caso 
si possono ridurre a quelle già adoperate dal prof. Pascal. 

Mi è grato pertanto di tributare pubblicamente al chiarissimo mio Maestro 
vivi ringraziamenti per i preziosi consigli e gli amorevoli incoraggiamenti di 
cui mi fu largo. 



Divido il mio lavoro in due parti, studiando nella prima parte le forme ai 
differenziali totali di ordine qualunque, e nella seconda le forme di ±<* ordine. 

Nel § J trovo l'espressione del differenziale totale erresimo di una fun- 
zione di più varial)ili nella ipolesi già detta, e fisso il tipo delle forme ai 
differenziali che studierò in questo lavoro. 

Nel § "ì ti-ovo le condizioni di completa integrabilitii dell'equazione che 
si ottiene uguagliando a zero una di tali forme. Nel § y sono conteruile al- 
cune ricerche sulla trasformazione delle derivate di una funzione per effetto 
di speciali trasformazioni di variabili. I insultati ottenuti in (juesto paragrafo 
vengono poi applicati nel § 4 allo studio di certi coefficienti numerici che 
compaiono nella espressione già trovata del differenziale totale erresimo, e 
nel § 5 allo studio della trasformazione di una forma del tipo considerato 
in un'altra del medesimo tipo ed allo studio dell'invariante A, estensione 
di quello già considerato dal prof. Pascal. 

Nel § tt osservo come le forme ai diff'erenziali totali di \\P ordine da 
me studiati si possono considerare sotto un duplice punto di vista, e nel 
successivo § 7 dò varie proprietà delle forme stesse considerate neiruno e 
nell'altro modo. 

Infine nel ^ H considero il sistema di eciuazioni ai differenziali totali die 
si ottiene uguagliando a zero alcune delle nostre forme di \L^ ordine, nel- 
l'ipotesi che il nostro sistema sia solubile rispetto a Umti differenziali secondi 
quante sono le incognite. 
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PARTE PRIMA 



§ 1- 

FOKMA DEL DIFFERENZIALE TOTALE EHUESFMO DI UNA FUNZIONE. 
FOKME DIFFERENZIALI DI ORDINE V. 

Si consideri una funzione f{j[\,,,xj di u variabili, delle quali n — k e 
precisamente le irj.4_, . . . x„ siano indipendenti, e le altre, cioè le ar, . . . av, siano 
funzioni di certe variabili /,, t.^,.,. sulle quali non si fanno ipotesi e che in par- 
ticolare potranno essere le izv , • . • i*',. • 

In tale ipotesi se: j, ..-X, sonori dei numeri ],,.., k anche ripetuti, 
jy^i'''j\» sono m — p dei numeri fc-f 1,..., u anche ripetuti, il termine ge- 
nerale del difì'erenziale totale erresinio della data funzione sarà : 

o Q 5"^ Q 2 ki • • • ^i.J ^i' •*J. • • • fi'" '^f ^i '^'j , " ' dXj 

dXj.,.dXf dx,...,d Xj r.^,. * ''^'v^ -^i ^p 'v M •^". 

ove il sommatorio ^ ^'^ esteso a tutti i numeri ri,...,r^, interi positivi non 

nulli tali che r^-\ — -: k^. = r — ììì -f i>, e [ri . . . rj^ è un eerto coefficiente 
numerico che studieremo in seguito. 

Nel ternìine generale del nostro differenziale erresimo compare adunque 
una derivata mista rispetto a variabili dipendenti (Xj^,,,Xj) ed a variabili in- 
dipendenti (Xj , . . . XjJ. Osserviamo subito che mentre vi sono sempre ter- 
mini in cui le variabili di derivazione sono tutte dipendenti, e ciò qualunque 
sia iM, se è m<ir non vi sono termini in cui la derivata sia presa rispetto 
a sole variabili indipendenti. 

Volendo poi che in ogni derivata mista la derivazione si intenda sem- 
pre fatta, prima rispetto alle variabili indipendenti, poi rispetto alle variabili 
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(lipeiidenti, resta giustilicato il coefficiente I j che vedremo ora attribuito 

al termine generale nello sviluppo del differenziale totale erresimo. 

Precisamente al differenziale totale r-mno possiamo dare V una o V altra 
delle forme: 

t 



/• 1 w 



— ^ S X ( o ó — ^ o — 2 [f'i • • • ^'/ 1 ^'' -^y. • • • ^'^ •''/ ^' -^v . • ♦ • rf J"/ 



ove il sommatorio >; va esteso a tutte le disposizioni con ripetizione dei nu- 
meri 1,..., k di p d p,\\ sommatorio 2 "^ ^^^^^' ^^ disposizioni con ripetizione 

dei numeri &-f-l,..., n ad m—psid m — 1>. [noltre conveniamo che perj> = 
nei doppio sommatorio 2 -2 ^^ eseguisca solo il sommatorio rispetto al 

Jt'-jp Jp*l'"Jm 

secondo gruppo di indici, per p = m si eseguisca solo quello relativo al primo 
gruppo. 

Infine il sommatorio 2 ^^^^ ^i è messo in evidenza nella (1), va esteso 

Jv"fr 

alle disposizioni con ripetizione degli n — k numeri fc-f-l,..., a ad r ad r. 



Osserviamo subito che se tutte le variabili sono dipendenti, se cioè si 
ha k=n, allora non può essere altro che p = m^ epperò per le fatte con- 
venzioni le espressioni precedentemente considerate diventano: 

d'f=2i 1 ^ — ^-^ — 1 k. .../•.] f/".^, ...fr-.r, 
e (piesla è proprio la forma del differenziale totale erresimo di una funzione 
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(li n variabili dipendenti data dal prof. Pascal (*), anche per ciò che rip:uarda 
i coefficienti numerici, come meglio vedremo (juando avremo studiala la 
espressione [r, . . . r^\ , 

Se invece tutte le variabili sono indipendenti allora, essendo fc = (), sarà 
necessariamente ;> = (), e quindi la (1) e la (^) danno: 

d- f= 21 ó ^Q dXj...dXf 

ove il sommatorio è esteso a tutte le disposizioni con ripetizione dei numeri 
1,..., n ad r ad r. Questa è l'espressione clie si trova di sohto nei testi di 
Calcolo, ove si dà l'espressione del differenziale erresimo solo per il caso 
delle variabili indipendenti. 

Osserviamo anche che la (1) e (^1) assumono forma più semplice intro- 
ducendo il simbolo: 

estensione del simbolo introdotto dal prof. Pascal (**) per il caso delle varia- 
bili dipendenti. 

La espressione rappresentata da questo simbolo si può rendere separa- 
tamente simmetrica rispetto al gruppo delle ji . . . j,, e a quello delle j^., i . . .y,„. 

Precisamente se con Sj...,-^ si intende l'operazione della sonuna otte- 
nuta scambiando fra lofo gli indici j, ...j,, in tutti ì p\ modi possibili, e si 
definisce in modo analogo l'operazione S,- ^^„,j^ potremo scrivere: 

^(r) __ 

^ — f 7 VI Sf,'"f Sf . .••/ 2 [^1 • • ^p] ^'' ^/, (f'^j dx ^.,.dXf . 

Ci converrà poi anche, per ciò che riguarda la (1), introdurre il simbolo: 



(*) E. Pascal, Su di un invarUmte simultaneo... Rend. Ist. Lonib. (^). 35. (l^K)2). 
(**) E. Pascal, Introdusione alla teoria delle forme fJiffereti siali di ordine qunhmque. Rond. 
Acc. Lincor. (5). xn. (1W3). 
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In questo lavoro noi considereremo forme ai differenziali totali di tipo 
analogo ai differenziali totali formati nel modo ora detto. Precisamente con- 
sidereremo quelle espressioni che si ottengono sostituendo nel differen- 

ziale totale erresimo alle 7^ ^ j^r^ 5 delle funzioni arbitraiie 

ox,-,., dXj Xf ^,., dxj 

^'V"^j../yfr-v«, ^li l^>tl^ I^ ^ (^ve gli indici :^k occupano costantemente il primo 
posto) simmetriche separatamente rispetto alle jt . . ,j^, ed alle >^,^, . . ,j,„ 
Una forma differenziale di tal natura si può quindi rappresentare con 






{^) 



Ji'-Jr 

(ove le ultime ji . . .jV i^ono >fe), od anche : 



Y<') 1— y y y y f M v M^^ . . • a- i 

p=Ojt....pJp^i...Jr \ P / ' ' 



(4) 



È bene notare che per una X^"^ in cui sia .v<;r, il numero dei coeffi- 
ciènti a "i, ^J,... indici è in generale maggiore del numero dei coefficienti 
di X*'^ collo stesso ninnerò di indici. 



§2. 

Condizioni di (:ompl?:ta integrabilità di una equazione 
AI differenziali totali di ordine r. 

Si consideri l'equazione che si ottiene uguagliando a zero mia forma ai 
differenziali totali del tipo ora considerato. Diremo che essa è completamente 
integrabile (seguendo le denominazioni del prof. Pascal) quando esistano due 
funzioni fé y di tutte le x^ tedi che moltiplicando il primo membro della data 
equazione per (a si ottenga il differenziale totale erresimo della f. 

Quando questo si verifichi la equazione si integra eguagliando la f ad 
una funzione arbitraria di grado r — 1 delle x^.^.^ .-. . x„ , 
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Ci proponiamo ora di trovare a quali condizioni debbano soddisfare i 
coefficienti X perchè la X^** = () sia completamente intefi:rabile. L'analo<?a ri- 
cerca per il caso delle variabili dipendenti fu già fatta dal dott. Sixkjaltja (*), 
e avronio occasione di richiamarne i risultati per confrontarli con quelli che 
verremo ottenendo. Per il caso di una variabile funzione delle limanenli, le 
condizioni erano stolte prima trovate dal prof. Pascal (**). 

X(»iripotesi della conìpleta integrabilità avremo : 



ove j, = 1,..., A; cj^ = \,..., n; e in generale: 

„ av 



(2) 



(••J) 



per j)= 1,..., ««; e per p = (il che porta j« = r): 

ove adunque j ,..., y,.>ft. 

Perchè intanto possano sussistete le (1), le A' ad uno o a due indici de- 
vono soddisfare alle : 

XX -VX ^ Y -'^'--X ^^^'?-0 [J^^h^k \ \ 

' .',' h.'3 'j-.'.'iH ' '1 ^x,^ ' ^' dxj^ Ij, qualunque' ì 

tdX,j dXjj\ dXj dX, lu^h \ \ 

'^'Adxj^ dxJ ' '^'^'^ dxj^_ -^'^'^dx,^ U, y, qualunque; y 

Ci 1 

ed allora per -^ , (/, = 1,..., n) possiamo prendere una (|ualun(|ne delle 

espressioni 

« d Xj^ 

che si hanno al variare di j da 1 a A*. 



(*) L. SiNiGALLiA, Sulle equ(i£tioni ai fìiffereminU totali di ordine qualunque. Read. Ist. 
Lonib. (2). 35. (ilK>2). 

(**) E. Pascal, Sulle equazioni ai differensiali totali di ordine qualunque. Rend. Ist. 
Lomb. (2). 33. (1<)00). 
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IjO (^) danno luogo a duo ordini di condizioni. Le prime si ottenfjrono 
mettendo in relazione le X aventi uno stesso lunnero di indici; si ha in tal 
g:uisa : 

dXf d X; 

" (F A/|—j,.i,,^-i"V,,.|-. ,i ^,.|-.|.i"'-^»./ __ ^ (F A/i"v,. yy_(.,"Vp.|_, 7^,j,.^i—j„) ^ 

Le altre si ottengono mettendo in relazione una X ad m indici con 
una X avente gli indici della prima meno uno. Si ha così: 

Tenendo conto però della prima delle (a) basta considerare la prima 
delle (6) ora scritte. 

Infine le (:}) danno luogo ad un sol tipo di condizioni : quelle che si 
ottengono confrontando X aventi uno stesso numero di indici. Di queste 
condizioni possiamo formare due gruppi : secondo che si confrontano due X 
aventi tutti indici >•/••, oppuie una X con indici >.ft con una X' avente 
un indice ^ A: e gli altri >7e (nel qiial caso si tien conto e delle (-']) e 
delle (^2)). 

Abbiamo così : 






(e) 



ove nella prima le j„ sono >> fr, e nella seconda è j^ ^ k. 

Se adunque nelle (a), (6), (e) alle derivate logaritmiche di u. sostituiamo 
le espressioni prima trovate, avremo delle condizioni che insieme colle (4) 
ci si presentano come necessarie per la com|)leta integrabilità della nostra 
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equazione. Esse sono : 

d X: d X: 

'V, ""^Ji 

ed analoghe, dedotte dalle (fi). 
A',..., 



O A" A" 



dedotte dalle (6). 



= (0'. i.» 






ed analoglie, dedotte dalle (e). 

a A'; 

Con ((y,jj) abbiamo rappresentato rcspressione ^ ' — A .^ ^^, adottando 

Xj^ 

così un simbolo introdotto dal prof. Pascal (*). 

Le condizioni (4), (5), (6), (7) sono poi anche sufficienti. Infatti le (4) ci 

assicurano che possono coesistere le relazioni \i. A,^ = — ^ ove . , ; 

e Xj j c|uaiuii(jue 

tenendo conto delie (5), (6), (7) abbiamo allora clie insieme colle (l) sussi- 
stono le (a), (6), (e) e quindi, per un lemma conosciuto (**) « Date più fun- 
zioni y,, y,;,, y^Av <*' ** variabili Xi.,.x„, le condizioni necessarie e suffi- 
cienti perchè esse si possano considerare come derivate prime, seconde,... 
di una funzione delle a?, . . . x„ sono : 

dY,j . . . __ y . dy,f • • • ^ dYj.j . . 

possiamo concludere che la data equazione è completamente intejrrabilc. 



(*) Afniali di Mat (3). t. VII. 
(*») V. Pascal, KetuL hi. Tjomb, (4). 33. (19(K)), pag. \± 
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r 



'^': 



r^ 



k. 



S-, 



Sempre seguendo il procedimento usato dal dott. Sinioallia nella Nota 
citata, potremmo mostrare che le (5) sono conseguenza delle (4) e delle (6). 
Basterebbe far vedere che se sussistono le (5) per le X ad {m — "i) indici, 
oltre beninteso tutte le (4) e (G), sussistono anche le (5) per le X ad m — i 
indici: tenendo conto allora che per m = ^2 le (5) sono comprese nelle (4), 
il teorema risulta completamente (Hmostrato. Senza addentrarci nei dettagli 
della dimostrazione, riterremo adunque che le condizioni per la completa 
integrabilità sono date dalle (4), (6) e (7). 

Vogliamo piuttosto vedere indie cosa differiscano, per ciò che riguarda 
la completa integi-abilità, le equazioni ora considerate da quelle studiate dal 

dott. SiNKJALLFA. 

Nel caso di tutte varial)iii dipendenti : « Se uìut A'"' = () /' completa inetUi' 
intr(jrabiley le X a pia di due indici della data equazione **i eaprimouo in 
modo determittalo mediante le X ad toio e a due indici. » 

Nel nostro caso al)biamo: ^ Se una A'^'* = () è completamente integrabile, 
mediante le X ad uno e a due indici po,s.s'iamo comprimere in modo determinato 
nolo ([nelle X a piti di due indici di cui uno almeno ^sia r^k; per le altre X 
a piti di due indici (neccessaria mente ad r indici/, conosciamo solo dalle rela- 
zioni alle derivate parziali cui devono soddisfare. ' 

TjC formole poi che servono ad esprimere le X a jtiif indici di cui vno sia 
r^k, sono del medesimo tipo di quelle date dal dott. Sixkjallia. » 

Inoltre è facile vedere che, contrariamente a quanto si verifica nelValtro 
caso, se si forma l'equazione A'^'' = in cui s sia minore di r, e di cui i 
coefficienti con 1, ^,..., s indici sieno unicamente e (/li stessi coefficienti omo- 
nimi della A'"'=0, sr. A'"'^=0 e complet't mente integrabile, non lo sarà piit 
A^'* = (). 



h 



S ^J. 



TltASKOUMAZION»': DKI.LK DKHIVATK 1)1 UNA KUNZIONK DI Vlì' VAIUAHII.I 
VVAÌ EFFKTTO 1)1 SPKCIALI THASFOHMAZIONI 01 VAHlABlhl. 



Si consideri una funzione /*(.r, . . . ir,.), e si divi<lano le variabili in due 

gruppi U\ v,\ (j\.,.^... .x\,). Ci proponiamo di vedere come si trasforma 

una qualunque derivata della nostra funzione, (piando si mutino le varia- 
bili x ìli nuove variabili yi..,u^, Z/am-.//« mediante l'una o l'altra delle 
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seguenti Ircisforinazioui, (formanti naturalmente sempre un gruppo) 
^v = ^i (//i . . . y,) (i^k) ) 

X. = X, (//l . . . l/l: Ukui ' . . Ifu) (Ì>k) ) 

.^•. = ^'. (z/i . . . //*) (^ ^ fc) 

.r.. = funzione lineare delle (y^ i . . . //„) (/' > fc). 



(^) 



(W 



Le .r{t/), a meno che sia detto esplicitamente il contrario, sono funzioni 

afifatto arbitrarie delle //, colla condizione clie : 

siano differenti da zero 

nel primo caao : il determinante funzionale delle Xi i\. rispetto alle 

d (x i X ) 
//i ...//il., e il deteniìinante ^, *- ' V* ^ contenuto nella matrice funzionale 

delle Xj^.^i . . . x„ rispetto a tutte le y ; 

nel secondo caso il determinante ^- --' *\ • ed il determinante -' * -"-' "{ : 

3 (//!..•//*) ^(//a4-i.-.//J 

questo ultimo non essendo poi altro che il determinante dei coefficienti della 
sostituzione lineare. 

Con queste ipotesi resta così possibile l'esprimere reciprocamente le y 
mediante le x. 

Nei paragrati successivi avremo solo occ^asione di considerare (per le X^'^ 
ove r>!2) la trasformazione (p) : però sarà meglio studiare ora anche la (a) e 
perchè essa si presenta nel caso di r = 4, e perchè dallo studio di essa segui- 
lanno immediatamente le proprietà della (p). Cominciamo pertanto dalla (a). 

Consideriamo la derivata : 

df;j^ 

^yn,'"dy,^dy,^^^...dy^ 

( h,..,hp scmo ? dei numeri 1,.... k anche ripetuti 

ove : { 

' lifiLi . . . lu sono (y. — p dei numeri fc -f- !,.••? '?' anche ripetuti 

e vediamo di esi)rimerla mediante le derivate delle f rispetto alle x. Siamo 
partili da una derivata rispetto alla //, anziché rispetto alla u:*, per poter con- 
frontare con maggior facilità i risultati che otterremo con quelli trovati dal 
prof Pascal (*). 



(*) Introdxizione alla teoria delle forme differeminli di ordine qualunque, Rend. Acc. 
Lìncei. (5). xii. (HK)3). 
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Por i primi ordini alibianio imniediatainejite : 

d y,. ,=1 d X, dìjr' d t/.. /=1^i d x, d lu 



r, s ^ k) 



à Ur'du. ,à e X, d //,. 8 //. (^\ j^\ d x, d Xj dji,. d ij. 



s>k] 



k\ rf ^ ^. df d'x, 

S //,. d il. ~~ /«tj-i d X; d Ur d y^ 



" /^i j^T^i e X. d Xj d y,. d y^ ,=^i ;=^i d x, d x,. d //.. d //, 



^ ' ' a //, g //. /JT+i e X; d y,. d y.^ ;^+i y=#+i 2 ^r, a j^ d y, d //. 

e quindi non sarebbe ditlicile, per induzione, ottenere la forniola jrenerale. 
Ma possiamo ancbe utilizzare i risultati ottenuti dal prof. P.ascai. nella Nola 
ora citata. 

La trasformazione (a) differisce dalle trasformazioni : x,= jr,. (//i . . . //„), 
i= 1,..., //. solo perchè le x con indice :^k non sono funzioni delle y con 
indice >fr. Basterà quindi, nell'applicare ({uei risultati, tener conto che è zero 
ojjrni derivata di una x con indice ^A;, rispetto ad mia y con indice >*:. 

Incominceremo a porre : 

(' ^' \ ?1-^ = 

\? J oy„^.^.dy,^dy,^^ ,,.d y,.^^ 

ì (J) 

_ <' V V y f'*M(./»---À À I---À. I 5;^r 

«éi ,.^0 ;.^^ ;>r^.M l P J V' i • • • l'fi h M . . . hy)^^ d Xj^ ... a a?,- , d x,^^ ,^ . . . a ;x^,. ^^ 

ove i sonuuatori rispetto alle / baiuio il significato detto al § 1, e le forma- 
zioni , * " " , , ' • • ••^'" , estensione di (luelle considerate dal prof. Pascal, 
\h ... ho h., , . . . //,// ^ ' 

sono costituite da raj^ff^n'uppamenti di derivate delle x rispetto alle //, che ora 
studieremo. Si prevede che tahnie di esse potranno essere nulle, come effet- 
tivamente si veiifica, cosicché la nostra derivata non risulterà espressa me- 
diante tutte le derivate rispetto alle x che figurano nella formola provvisoria 
ora scritta. 



Digitized by 



Google 



r 



n variabili alcune dipemìeììti altre indipendenti. 151 



Sempre riferendoei alla Nota eitala, al)bianu) ehe nel nostro easo il ter- 
mine {generale di {{' ' ' '^] i' ' ' ' '^; \ è : 



8''» X; d*'P X: 8*>f» Xi . . 3''"' X: 



HI),. a (/,.)., ^(z/;.).,,, 3 (!/<.),, 



(</) 



con — /^^r-^ intoiìdoiKlo la derivata, di ordine r. , della x-, rispetto ad r, 

d'" «j 
delle v.ariahili ^,_ ...2/* , e con ^- — r-=- intendendo la derivata di ordine r, 

della Xj^ rispetto ad n y prese fra tutte le i/,, ,..., y,^, V^^rx'"- ?^V 

I numeri ri,..., r,,, r^^,,..., r„, sono intieri positivi non nulli tali che la 
loro somma sia uguale a \j.^ e la somma dei primi p non superi p. Conve- 
niamo poi che per 2> = nel termine generale si consideri solo la seconda 

d'^x, d''-x, 

parte ^-7 — r— --ò-t — r^ ' ^' P^r ì) = m si consideri solamente la pnma 

2*"» Xy 8'»" Xj 

* "^ Si deve inoltre tener conto che nel termine generale le 



3 (z/a), ^ (2/1.).. 

derivate di x^ , . . Xj^ vanno prese rispetto a tutte o parte delle yn^- -- !/h ^ h^ 
derivate delle a;, ^ ^ ... a^^ vanno prese rispetto a quelle delle yh^-^yh y^p^^-'-yf^t 
che non si sono prese nel formare la prima parte. Ciò che ora preciseremo. 

Per un sistema fìsso di valori delle ri . . . r,, avremo intanto varii termini 
come (a), in corrispondenza ai diversi modi di raggruppare le //*, .-//Ap» 
considerate come p elementi distinti, in un gruppo di ri di esse, con un 
gruppo di r^ delle rimanenti... e così via con un gruppo di r^.; cosicché 

se ri H [-r^^ = f avremo ogni volta distribuite in gruppi di tal natura 

tutte le yj,^...yk , se r. -f- • • • -h r^, <? in ognuno di questi raggru))pamenti 

non compariranno complessivamente tutte le y^, ... y,, ma solo ? — r, r,, 

fra esse. 

In corrispondenza poi ad un sistema fisso di valori delle ri ... r^ r^,., ... r,„, 
oltre ad avere varii termini come (a), per ì diversi modi di raggruppamento 
delle y,,^ . . . //* ora considerati, ne avremo anche per i diversi modi di rag- 
gruppare (pielle tra le y,,^ - . . y,, che si fossero ojnmesse e le //; ^^ • - - y,, , con- 
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siderale complessivamente come p. — ri ~ • • — r,, elementi distinti, in un 
fjfnippo di r,,., di esse, con un prruppo di r^,,.> delle riiìianenti e così via. 

Concludendo, i termini come (a) che si hanno per oj^ni sistema fisso di 
valori atlrihuili alle r, sono in numero di : 



essendo 



.V^'^^ . iV 



rr-r,. p, I p. ! . . . 

se fra i numori r, .. . r,, ve ne sono p ufjuali fra loro, p, uguali fra loro ma 
non ai precedenti e così via — , e: 

Pi>i-il Pi-f-'i!--- 

se fra ì numeri r^,|., . . .r„, ve ne sono p^,^i uguali fra loro, p^,,.o uguali fra loro 
ma non ai precedenti ... e così via. 

Per avere tutta la K' " '"^J' \'*^' " *'^'" | , oltre all'eseguire gli indicati rag- 
\AJi . . . Iip rtp^i . . . fh.'^^ 

gruppamenti, dobbiamo far variare le r per tutti i valori positivi interi non 
tutti nulli tali che r, H \-r^,i^o,r, -] — - -\- r^, + r^^, H \- r,„ = {/. e som- 
mare tutti i termini come {a) che così si ottengono. Denotando questa ope- 
razione con 21 21 5 ^ denotando con \ 21 il sommatorio este^'io 

ai diversi raggruppa menti delle y che si devono eseguire per ogni sistema di r 
avremo infine : 

= V V V V ^^''fjy^ . . . ^"3 . ^"^'^.M . . . »"'" ^./._ _ 

i _i_ ., ., y V V V ^"l*-'' !l'3'iL ^"^r'^^-ti Ì[!*Ì- 
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Ci sarà ora tacilo scorgere che alcune delle y ) j come abbiaiììo già V; 

(letto, sono iflenticaniente nulle. i 

Sono mille : 1^ ( / 1 P^i* P = w;, p [a 

lo(^) por ;, 0, ?^0 ■ ''i 

le (l) per ;,>p. ^ 

il 

w 

Queste ultime sono nulle perchè per ;)>? non si possono trovare dei :■ 

niuiieri r^ . . . r,, interi positivi non nulli tali che la loro somma sìa ^ p. J 

Non vi sono poi altri casi in cui la mancanza di un gruppo di indici ^; 

porti l'annullarsi identico della formazione; questa può tutto al più sempli- '^ 

ficarsi come nel caso di p = (\ e in quello di f = f^. 'l 

Da tutto quanto precede segue che la (1) pud acquistare la forma de- 

finiti va : - 

(!*\ iJil \ l 

= i 'y ('"] ^ S P' • • ••'''■ ^■'" • • ••''" ] ^"^ ' i^y) 

mi?fi jS> l P ì j,^jp.'p^-i^ \h,...hphp.,...h,,ì^^ dx,^...dxj^^ dxj^^^...cxj^ 

ove si è supposto p essenzialmeiUe diverso da e da ,u. 
Per ? = fA (cioè /*,,..., Iii,^k) abbiamo semplicemente: 

di' f__^ 

e infine per p = ()(/», ...A >-&) si ba la fornmla ancora più semplice: 

^ì; «. V g" /^ (ji • • • /- 1 

dy,,...d y,^ „^i j,fi^ dxj^...d u.-,- „ [h .... V^^ 
ove le ;, ...j„, sono tutte >A-. 



(••5) 



(4) 
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Fin qui abbiamo considerata la trasformazione (a) : ora per venire alla (p) 
coììiinciamo a supporre che nella (a) le j\^y.,,x„ siano funzioni delle sole 

Vk' 1 ••• y»^ futizioni del resto arbitrarie, salvo la condizione ^ ; ^' > ' ' * ' — i- . . (). 

In tale ipotesi si ha : 

\A, . . . lìr. hpux . . . hfiì^ \h, . . . hp)^ Uy,ì_, . . . h^j 



ove : 



< 

/ {J,.^^---L\ _ __J «j y y ^"'^^ ^•-.+. 

' U, h^}^^ ('«-7')! >+■•••'•■ .3«v<4) »(2/»l. 






»>*i...r« 



i simboli avendo il solito significato naturalmente adatto a questo caso. 
Così f). es. 



(rlr^r'''")- ■(' 



y^-x\ 



?J' f 1 • ?f» ! 2 1 • • • 

In questo caso sono nulle anclie 1^ / P^i* 

y>=:(), p - 0; p iw, p = (A 



e per avere, nel sommatorio solito, delle 



(^i 



non identicamente nulle, bi- 



sogna che, oltre all'essere come prima m -^j^ P — 9^ ^ia anche m — p :^ [a — p. 
La (^), tenendo conto di tutto ciò, ed osservando che: 






diventa : 









} (2') 
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Le ('•>) e (4) assumono poi la Ibnna : 

ove: per /?,,.-•? '^^^Ar (cioè p = y) le j sono r^A: 
per Al,.--? fifi^k (cioè p = 0) le j sono >>fe. 

&'c infine veniamo alla nostra (fi), dobbiamo osservare che per la linearità 

delle funziani del secomlo gruppo, non sono itolo nulle le i j \ in cui in — p 

supera y. — p ma anche quelle in cui in — pò inferiore a p. — p. iJitnqne do- 
vremo prendere /» = in — (* - p : le solite forinole (2), (3), (4) acquistano allora 
la forma : 

di'f 






ove p è differente da zero e da ;>. ; 









(4") 



ove /», . . . Aj», j, . . . j„ sono tutti r^ A-: 

^"f y (Ì....Ì^\ di^f 

ove ft,,...» '*/» e così J, . . .j^. sono tutte > A;. 

Le 1 ^ I che entrano in quest'ultima fonnola sono formate colle sole de- 
rivate prime in modo semplicissimo. Dello stesso tipo sono le p'"-"'^^^* ' ' ' •^"'| 

che entrano come fattore nella ( \ \ della (:{"): l'altro fattore (/' " •^— /*^) 

essendo invece formato ancora come nel caso della trasformazione intermedia 
prima considerato. 



(^D 
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Sulle j j 1 che compaiono trasforiiiarido la nostra derivata colla (a) o 

colla (fi), abbiamo due ordini di identità analo{i:he a quelle date dal prof. 
Pascal (*), alle quali se ne possono ajjr}.nungere altre che ricordano quelle 
date dallo stesso Autore (**) per i simboli X^'*, sempre nel caso delle varia- 
bih dipendenti, ma che ivi non sono esplicitamente rilevate. 

Di questi sei gruppi di identità, ci limiteremo a darne due, riferendoci 
sempre alla (fi) : (pielle del primo gruppo sono interessanti per il confronto 
die faremo colle identità relative ai nostri S*" ; quelle del secondo grupi)o 
verramio applicate in seguito quando parleremo di un certo invariante 
della A'"* e di una forma alle derivate parziali. 

Identità del /^ tipo). Sappiamo che è: 

\//, . . . hp hp, , . . . Iipì^ W/., . . . hp '^^ \hp^i . . . hj^ 

Ap[)licando al primo fattore, che è una formazione di quelle considerate 
dal prof. Pascal, le relazioni della Nota: Introduzione... già citata, ed os- 
servando clie per il secondo fattore subito si ha: 

[h u, . . . hj^^ if. — p ' '"• \ hf, ì^^ \hp ., . . . hf, ì^^ 
otterremo le relazioni : 



I il • . • Jm^lJ-^pJ», tt .-/> i-, . . . ;„, 1 ^_ ^ _ I j I • • • /". y^P jm U * /3 ^1 . • • j„, \ 

\h, . . . hp hp.,... hp /^^^ d 11,^ \h, . . . hp _, hp , . . . hp \ 

^ 1 _ et Lì'» yrp\ j Ji • • • J»' ." P» )»' y p-i ' ' ' ÌhA 

■ m - (X 4- f '^■'- ."'P \ hp j [li, . . . h, , A,., . . . foj 



(■>) 



i: 



J>- 


• •.1m<i-f ìm «r'-I • 


■1 


h,. 


. . ih hp^,... 


h 



f'r 



li. ~ o'^ '"' \ hp ì \h , . . . /*Y, hpu, . . . h.j ., ' 



(«) 



(*) Su di un invariante . . . Reiid. Ist. Lomb. (^). *)'). (190^), ptig. (WìH. — Introduzione . . . 
RcMid. A(T. Lincei, (ó). l± (ism), pag. .>28. 
(**) Introduzione . . . , pap. 3t)0. 



^■" 



Digitized by 



Google 



r 




a variabili alcune (lipendenti altre indipcuflenli, lo? 






vale 1 per m= m\ ;,. = j,.; zero in ogni altro caso. Le /, . . .;'„/, le j, . . .j„, 
e le fo, . . . fe/ji sono tutte ^ k. 
e). L'espressione : 



\ //i "'fu\ (Ih ... h,., 



vale 1 per j, =j', , zero in ogni altro caso. Le j\ . . . ;'„.' , le 7, . . . j,. e le fe, . . . /?.„ 
sono ora invece tutte >>fe. 



. M 



che si hanno per ih = 2,.., y.— 1 prendendo rispettivamente di mira una 
variabile dipendente y^ ed una indipendente y^^ . 

Per w = [A si ha per : • | 

(i. ..-.//^j/^M... jV\ ^1 ^, ijp\ p". ... ;V ...;>'.••• .//- 

a — 5 ■'/• \ ft, I \/*. . . . hp hf.^, .../*„.) ■ J 

Non sarà fuor di luogo tener presente che nella 1 j j generale, il fat- 
tore (/' ••'"••'^^''j n(m contiene le y indipendenti, e l'altro fattore non con- 

. • • • • p / J.J, 

tiene affatto le y, ma è solo formato coi coefficienti della sostituzione lineare. 
Potremo perciò scrivere : 

per i -^ k. 

Identità del II"* tij)o). Partendo dalle (T), {:}"), (4") ed applicando il pro- 
cedimento usato dal prof. Pascal nella Nota: Su di un invariante... tro- 
viamo : 

a). L'espressione : 

y y ( *'*' I j)"> • • • /-' --^i' f'"' '"1' ' • • •/-' I llh" K -.«ri- K - ^. . i • • • /''« \ 



ha il valore 1 se è m = m\ j, = f,.: in ogni altro caso ha il valore zero. (Si A 

suppone p diverso da e da m: i sommatori hanno il solito significato), j 

6). L'espressione : ij 
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AnCOUA sulla F()1«MA DKL DIKKEHENZIALK TOTALK KKHKSIANO DI UNA VUNZIONK. 

Alcune identità sui S<'*. 

Veniamo ora a dare l'espressione esplicita del coeffitienle |r, . . . r^\^ ^ , imi- 
tando il procedimento indicato dal prof. Pascal (*). 
Partiamo dalla espressione : 

(ove le ultime ft,,..., fty sono >>A:), e sostituiamo alle derivate rispetto ad // 
le loro espressiorn mediante le derivate rispetto alle x, Dovrenu) così otte- 
nere il differenziale (x-esimo della f espresso nelle .r, cioè: 

%ÌZ .1. (^!;) g,. '"'^'g^ 1 |r....r,J„^..,rf'.x,...r/-..^,../^.^,...,/x,„ 
il-;/* ^ •'^./i • • • ^ •*> 



(ove le ultime j, . . .ju. sono >/;). D'altra parte eseguendo la sostituzione che 
ora si è detto, ponendo p = u. — m {- p ed osservando che: 

U U U U U IH M M 

troviamo che la (a) diventa : 

dove le ; e le li dell'ultima riga, sono al solito, >>fc. 



(*) Su ili UH invariante simultaneo . . . , pti^. HlKi. 
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Quindi dovrà essere : 

Ora la prima di queste relazioni è senza altro soddisfatta.- Rij^uanlo alla 
seconda abbiamo, pure immediatamente: 

dxj..,dxj = y |Ji»i •• ,M ^ly ...du, 

cosicché essa si riduce ii : 

Ma, come ha dimostrato il prof. Pascal (*), è: 

quindi concludiamo : 

Ir, .ri =( ^ ]mÌ^->^^'^P) 
'''''*- [^n -pì''^rr-r, 

ove, analogamente a quanto j^ià si è detto, il simbolo A' rappresenta l'espres- 
sione : 

/> -- m np\ /> — in 4 7> — rÀ _ [f'— ''* ^ 7' — ^i — ■ ^,> -A 

^r{r m^p) _^ \ r. 1 \ r, j " \ r, j 

le Pi, pò,... essendo quei immeri altrove già definiti. 



(•) Loc. eìt. 
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per /> = !2,..., m 
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Venendo ora a trattare di alcune identità relative ai simboli S*'\ incomin- 
ciamo da quelle (*) che si ottengono differenziando V espressione del differen- 
ziale erresimo e paragomtndo colV espress^ione del differenziale (r — \)-esimo. Esse 
sono : 

,^ \ h-'3r,i '•+! ■'••^' 3^-Jr •"-' 
per p^=\j i 

ì r/òH'-^t) =0 

Jl"J, X 

perp^i; fj'l =. ri ^. • ; sj^ ^^^^ f » 

Jl'"jpjpH-jm p 'P jl'jp -1 jpU,...j,. ^ V ~^ jl"*jjp f !...;« 



jov 



e «w 






I ove w = r -[- 1 ) 



Queste identità si possono del resto ottenere iìiimediatamente da quelle 
date dal prof. Pascal (**). 

Così per ottenere la prima del terzo gruppo, basta osservare che si può 
porre : 

J\'"Jp,h>[-l"\)m Jl*"]p .?pil"*)m 

ove il primo fattore è del tipo dei S<'^ considerati dal prof. Pascal, e ad esso 
sono applicabili le relazioni prima nominate, il secondo è formato in modo 
semplicissimo mediante soli difT'erenziali primi. Avendosi allora : 

Jl"\/plp^\"'h* ./l'+l— ^w [ )l'"h p '^i' ì\'"]p-i /'J 

ed osservando cbe è identicamente : 

Jpk-\'"U 



(*) Cfr. Pascal, Introduzione . . . , pag. 329, 
(**) Loc. cil., pag. 3!29. 
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potremo scrivere: 

che è appunto ridentìtà elio volevamo. Analogamente si potrebbero avere le 
altre. 

Nello stesso modo da un altro gruppo di identità date dal prof. Pasc.al (*) 
nella slessa Nota potreiinno p. es. ricavare che : 

[ P \ ^(r) _ ';-|+-^ [r - m -r p\ j(a) ^(r a) 



Trasformazione di una X^*'^ in una fohma del medesimo tipo. 
Invariante simultaneo di una tale forma e di una alle derivate parzl\li. 

Consideriamo una forma X^" di quelle definite al § 1. Se vogliamo ti-a- 
sformarla in una dello stesso tipo sciitta in nuove variabili i/, . . . j/». (di- 
pendenti), ^i-i-i . . . y,. (indipendenti: nel senso almeno che sì possano consi- 
derare costanti i loro differenziali primi), la trasformazione di variabili più 
generale cui possiamo ricorrere è la (p) definita al § li. Noi possiamo cioè 
porre le x,...x^. funzioni arbitrarie delle ^, ...^z»., le ìc^.|,...jc„ funzioni 
lineari delle y^f, ...//„, sotto le solite condizioni per i determinanti fun- 
zionali. 

La nostra X^'^ allora diventa : 



y->= 111 (''ìi^/— 



..... 3 



ir) 



(ove le ultime hy..,h, sono tutte >*•, ciò che sempre sottintenderemo) e 
le r si esprimono mediante le X come si espriììiono le derivate rispetto 



(•) Loc. cit., pag. 330. 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII, 
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alle if (li una f(x), scritta nelle y, mediante le derivale della f slessa rispetto 
alle X, 

Avremo adunque : 

= i,. s . 2 ..(.,':j.v„ .,(/ ;;-) 

Si consideri ora una forma a alle derivate parziali di ordine r e del tipo 
speciale : 

i: s s 2 ("*U gy 

f " A -"h-Jr 



e se ne cerchi la trasformatu per la (fi), (juando sì trasformino le derivate. 
Avremo così una: 






;- 

i4 



ove : 






7o rfìco che V espressione: 

.5 -X<,-/, ^>.-^. 



;i-;r 
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è invariante simultaneo della X e della 3 rispetto alla (^). Infatti formata 
l'analoga espressione A' nelle Y e nelle r^, sostituendo a queste le loro espres- 
sioni mediante le X e le ; usando per queste ultime degli indici diversi onde 
evitare confusione, osservando che posto *)* — (a + p = p è identicamente ; 

r u u r r m tu ti r m' m m r m m m 

e tenendo presenti le identitii del II" tipo date al § 3, si trova A =A. 

Si può anche supporre che nella 3 il primo sonunatorio vada da 1 ad s 
ove s<Cr; il A corrispondentemente modificato è ancora invariante simul- 
taneo delle due forme. 

Per p = m si ritrova quindi il risultato ottenuto dal prof. Pascal nella 
più volte citata Nota: Su di un invariante, . . 
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PARTE SECONDA 



§tì. 

Lk FOKMK niFFKHENZlALI J)I li.** ORDINE: 
k n II 

2 A', d- j-, + ^ 2 ^'■' ^^ ^' ^^ ^^ ^*^ — *'^* 

t=l issi ;=1 

Le X'*'^ considerate nella prima parte, per r=2 acquistano la forma: 
X''^ = ^X,d'x, + yyX,jdx,dXj + ^2^ Y^X.jdx,^^ 2 X,jdx,dXj = 

= y X, d' X, +2 2 -'^''' ^ ^' ^ ^' 

sempre essendo x^.^.x,, le variabili di|)endenti, ai^^u, ...a;,, le indipendenti, 
ed essendo le X delle funzioni arbitrarie di tutte le x tali che X^^==X„. 
Esse sono del tipo del differenziale totale secondo di una f(Xi,,.x,) for- 
mato nelle solite ipotesi. 

Osserviamo subito però che una forma X^'^ come quella ora scritta si 
può anche considerare sotto un altro punto di vista, e precisamente essa si 
può considerare come caso particolare della forma: 

ir' = y X, d' X, - i y x,, d x, d x^ 

dì qiu^lle considerate dal prof. I^vsc.al (del tipo dilTei'enziale secondo di una 
funzione di tutte variabili dipendenti) quando in quest'ultima si i)ongano 
u{>iuah a zero le X ad ini solo indice >fc. 

Questa doppia interpretazione è caratteristica del caso di r = % giacche 
in generale una X^*^ di quelle da noi considerate non si può considerare come 
caso i)articolare di una X^" di quelle studiate dal prof. Pascal in corrispon- 
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deiiza airamuillarsi di certi coefticenti A', e questo perchè nei teriiùai rimanenti 
le 5jr^ che si avrebbero nel caso di variabiU tutte dipendenti ditferiscono da 
(juelle che si hanno nel nostro caso. Si potrebbe tutto al [)in osservare clic 
oltre il caso di r = % è anche eccezionale in questo senso il caso di fc = 0; 
ma non è di ciò che vogliamo qui occuparci. 

Interpretando la X^"^^ sotto il secondo punto di vista, la X^'^' = non 
può essere completamente integrabile, non può cioè la X*-' moltipUcata per 
un fattore [j, funzione di tutte le a?, ridursi a differenziale secondo di una 
funzione f delle a?, . . . x„ considerate come variabili dii)endenti, senza che 
siano nulle anche quelle X a due indici in cui uno almeno degli indici su- 
peri k. Ciò che noi escludiamo. 

Considerando invece la X*** come del tipo dei nostri diiferenziali secondi, 
la X^'"^ = può essere completamente integrabile, e le condizioni di completii 
integrabihtà sono: 

(i) 

((2) 

\-j!r -'^i.j\\-''n y J qualunque ) j 

nianleiierido i simboli: 

introdotti dal prof. Pascal (*). 

Noi ci asteniamo dall'addentrarci nei dettagli della dimostrazione, come 
del resto faremo sempre in questa seconda parte che sarà pifi che altro una 
raccolta di risultati. Così pure ommettiamo le altre forme che si possono 
dare alle condizioni di integrabilità. 

Mostreremo piuttosto come le (1), (4), (8) comprendono come casi particolari 
le condizioni date dal prof, PavScai., nella' Memoria nei Math. Annalen {**) per 



X, ((/u))-A\((/i)) = 


\ j qualun(}ue ^ 


X, [t;0 + X,((t/))-X,((H)) = () 


1 i^k 

\j, l qualunque ^ 


X. \hj l\ = X„ ((1/)) - X., ((1 1)) 


/ h, j>k \ 
\ l qualunque / 



(*) E.' Pascal, Tnfrodmione alla teoria Invarlantiva delle equmhni differenziali di IF/^ or- 
dine. Annali di Matematica. (3). 7. (1901). 

(**) E. Pascal, Grundlagen far eine Tkeorie der Systeme totaler Differeutialgleichunyen 
2M^' Ordnmig, Math. Ann., Bd. 54. 
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il caso (li una sola variabile dipendente^ e nella» già citata Memoria defjti Annali 
(li Matematica per il caso di variabili tutte dipendenti. 

Nella Memoria dei ^fath, Ann. si considerano sistemi formati da equa- 
zioni differenziali di 11,^ ordine in cui le variabili dipendenti sono tante 
([uante le equazioni : le equazioni stesse sono risolute rispetto ai differen- 
ziali secondi di queste variabili. Quando il sistema si riduce ad una sola 
equazione, le condizioni ivi contenute si riducono a : 

^~J; ~ ^~'M ^ ^^" ^'^ ~ ^^'^' ^^" ^ ^ ■^' h,l=l,..„ n) (4) 

(salvo opportuni cambiamenti di lettere: si è supposta poi l'equazione risolta 
rispetto a rf j^;,). Ora se &=1 noi vediamo appunto che le (1) cessano di 
aver significato, le (^) valgcmo solo i)er i= l e diventano : 

";'-lt=«' •^■•'-' '" 

le (3) valgono tutte e vanno scritte (esseiulo A', = 1): 

per // = !2,..., h; j, / qualunque purché non entranibe uguali ad 1. Nell'in- 
sieme abbiamo dunque le (4). 

Le condizioni poi della Memoria negli Annali di Mate^natica sono in sor 
stanza le (1) e (^) estese a tutti i valori 1,..., n delle lettere. 

Ora appunto per k=n le (1) e (4) devono essere estese in questo modo, 
mentre le (3) cessano di aver significato. 



La trasformazione della A'*^ in un'altra del medesimo tipo in certe mwve 
variabili // va intesa in due modi differenti ^e^ondo il punto di v^ista sotto cui 
si considera la X^'^ stessa. 

Se la A^'^ si coìisidera del tipo dei nostri differenziali totali^ allora la sìia 
trasformazione va intesa nH modo già detto in generale per la A^". Dette 
(fh-'-Ui) l^ nuove variabili dipendenti, (/Afi . . . //,.) le indipendenti, la tras- 
formazione di variabiU da usarsi è sempre la (^) considerata al § 3. 

Se la A^"' si considera nelV altro modo, cioè come caso particolare di 
un'analoga forma a variabili dipendenti, |)ei- trasformarla in un'altra dello 
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stesso tipo nelle variabili y, . . . //„ ancora tutte dipendenti, non possiamo in- 
t<anto ricorrere alla trasformazione generale : 



^•/ = J^. (z/i . . . //J 



i= 1,..., n 



(colla solita condizione per Tjacobiano), poiché l'essere nulle le .Y, per i>& 
non è proprietà invariantiva rispetto ad una trasformazione generale di va- 
riabili. Perchè nella trasformata manchitw le Y,. per r>>fr, la trasformazione 
più generale di evi possiamo fare uso è la (x) pure definita al ^ 3. 

Le forinole che esprimano i nuovi coefficienti Y mediante i primitivi X 
sono rispettivamente : 



Nel L^ caso) 






1 









Xel IL'' caso) 



1 y Y x^ dx.d'X,- 
'2 à,jjf+,'dy.dy: 

y,. = ^ A'.- '■ 



iiJixf^x''dy..dy. 



1=1 

A* 






d 05.- a 0^, 






1 



y = y y y ^.^^3i 



-i ^. li, 



dyrOy, 



{r ^ fc 



(r, .s- ^ At 



(: 


>k 


i: 


>k 
^k 


(r, 


s>k 


{r 


^k 


{r, 


s^k 



fr ^ h 
[s>k 

(r>k 
\s ^ k 

Ir, s>k. 
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§ 7. 



AlCUNK raOPHIETÀ RKLATIVE ALLK FORMK CONSIDKllATR 
NEL PARAOKAFO PRFIC FEDENTE. 

Voj^liaino ora dare alcune proprietà della forma X^-\ eonsiderafa nell'uno 
o nell'altro dei modi detti. Al solilo ci limiteremo a dare i risultati. 
a). U espressione: 

è in variatile simultaneo della fonua: 

X''^ = V X, d'x, -I- i i; X„dx, dXj 
1=1 t=u=l 

e della forma alle derivate jxtrziali: 

rispetto alla trasformazione di variabili (p). 
Così pure, rispetto alla (^), la espressione: 



»=! /=Tfi>==rf.i 



è invariante simultaneo della solita forma X*'^ e della forma alle derivate 
parziali: 

- ~ èi " dx, ^,Ài;Jn"'' au^.a^r. 

Le proprietà ora dette sono caso particolare di cfuelle trovate nel caso 
generale per le X"* considerate sempre sotto il nostro ])unlo di vista. 
6). L'espressione: 



1=1 1=1 ;=! 
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a variabili alcune dipenflenti altre indijtendeìtti. t()9 



è invariante nimnltaneo della X^'* e della forma (jeneraìe alle derivate par- .v; 

ziali di IL^ ordine: % 

■ J^ 

rispetto alla trasformazione di variabili (a). ''y 

La dimostrazione è facilissima: essa si fonda sulle identità, relative alla J 

trasformazione («): '^ 

1 

'' ''- ^\èx~diiJx„~ I se / n 'A 

^^idìjrdx,, :^ 



r=H-i 9 //,?.r,. () se / u 



La proprietà ora esposta (6) è un esempio di proprietà dimostrate dal 
prof. Pascal per il easo di variabili dipendenti e che si nicintengono anche 
nel caso che siano nulle le .V, (/>à') imrchè, in corrispondenza si sostituisca 
alla trasformazione: 

x, = x,(y, ...//..) (i = 1,...; n) 

la speciale trasformazione (a) più volte considerata. Gli esemi)ii si jìossono 
moltiphcare: così ha luo{?o la i)roprietà dimostrala dal prof. Pascal nella 
Nota : Un teorema nella teoria invariantiva . . . (*). 
Essa assume la forma : 
e) Per la speciale trasformazione di variahili (a) sono invarianti le ca- 
ratteristiche di alcune matrici (snlla determinazione delle quali per brevità non 



(*) Henri. Ist Tjomh. (% ;H., pag. 1180. 

AìiìKiU (li Mfttemafìcn, Serie III, Tomo XIII. "^4 



Digitized by 



Google 



i",r=it),ir'/^^- -I ì/t l'i''--''- ' '^ 
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ci fermeremo) contenute nella matrice totale: 





x, 


X, 

(1, 1) . 


A', 
. (1, A:) 


(1,/M-n . 




. . (1, ») 


X. 



(A-, 1) . 
{/i-i-l, 1) . . 


. (h; k) (/.', A>+1) . 
. (A- -1, A-) {li \ 1, A- 4 1) . 





-V. 


(», 1) . . 
|J, 1| . . 


. (», A:) 
. 11. Al 




II, A- -in . 




.. Il, H) 





(A:, Il . 
|fe+K II . 


. (A,-, A-1 l^/H-H . 
. |A:-^t,&| |/i + 1, /^^- Ij . 


.. {k,n] 
. . (^4-1, n] 





t », 1 1 • • 
(ij 1) • 


. 1 «. A: 1 
. . (ijk) 


(i,j,k + l) . 


■ • (*, j, ») 



i cui elementi sono formati mediante i coefficienti X della forma X^*^ e preci 
samente è : 



d X, _ d Xj 

ì (0-.= -f-^' 



\ 



(ij) 



(«;■) = 



ax, 



a a-, 



; ( M ) = 



'", i — fi 






ij\ 



dx 

da' 



'■-4x,,; ir/" 



t X, 



> ?j:\ dXj djc, ' oJT-id-Cj 



hijh) 



l i, / = 1 , . . . , « 



Questi elementi non sono altro (^lie (juelli considerati dal prof. Pascal, 
e denotati cof^li stessi simboli (*), modificati, in parte, in corrispondenza al- 
l'annullarsi di alcune delle X ad un solo indice. 



(*) Salvo per il simbolo a tre Indici por cui abbinalo tenuto conto della nioditicazione 
portata dall'Autore stesso nei suoi lavori posteriori a quello ora citato. 
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La diiììost razione si può condurre parallelamente a ((nella data dal 
prof. Pas(ul : i calcoli si presentano però più laboriosi. 

Uà ultimo vogliamo accennare ad una ricerca che si riferisce alla A'*"* 
considerata del tipo dei nostri differenziali totali di II.® ordine, il problema 
di riduzione di Ffafk. 

d) Ci proponiamo cioè .di trasformare la A'^"' nd prodotto di un fattore 
Y finito contenente tutte le variabili^ per mia nuora forma differenziale conte- 
nente una variabile di meno. Dobbiamo distinguere due casi secondo che la 
variabile che vogliamo venga a mancare è ?f/m delle dipendenti {i/i . .> ^a), o 
mm delle indipendenti (//j.|_, . . , yj, 

L" caso). Volendo che manchi j)er esempio la //a, devono i coefficienti 
1' della trasformata essere tali, che siano soddisfatte le relazioni (*): 



y. 



0: 



1 ai; 

i'r d y. 



=p; 



y.. d y, 



(r= 1,..., n) 

/*, s = !,.••? /^' — '? ^' r 1,- 
t=l... h~l 



■'") 



Tenendo presenti le espressioni già trovate per le T, si può allora di- 
mostrare che: affinchè la riduzione sia possibile è necessario e sufficiente che 
sia -^k la caratteristica della matrice dei coefficienti del sistema di equazioni: 



-,.i-^-;-;' 




^""'-k^'Ai 


O'^/O 




0"^/0 


0_ y Y ^'^i 


(;■>/.) 


pA., = ^J^(/,jOg-^ 


(/*,;■= 1,...,H) 



(I) 



lineari ed omogenee nelle k-\-\ incognite p, — ^ ^— ^ • 

Il procedimento poi per procedere alla effettiva richizione, sup|)osta sod- 
disfatta la condizione ora detta, è analogo a quello indicato dal prof. Pascal 



(*) Cfr. E. Pascal, / pro6teiwi* di ritìusmue di Pfaff e di Jacomi uel caso del 11.^» ordine, 
Read. Acc. Lincei. (5). xii. (1^)3), 
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iielhi Nota (Mtata. Se p, Ci,.--. Ik- è una soluzione del sistema (1) si formi IV- 
([uazioue alle derivale parziali: 

e se ne trovino k — 1 integrali indij)endenti //, ,..., //ji_, . Presa infine una 
nuova funzione ij^ delle x, arbitraria purché indipendente dalle //.vj /A-m 
avremo nelle: 

y. =z funzioni lineari arbitrarie di (.^a-, • . • '^'») ; i>/» ) 

tutte le trasformazioni che risolvono il problema. 

Il: caso). Volendo invece che manchi una variabile indipendente, pei' 
esempio la //„, il sistema da considerarsi, analogo al sistema (1) del caso 
precedente, è: 



0= i; a;, 1^ (/=!,..., n) 






I 



^ jJr+ì\dxj dx, dxjdij,. 

Nelle fonnule poi che dàmio la risoluzione etl'ettiva del problema risul- 
tano arbitrarie le yi(x) per /^A;;ed è facile vedere come vadano prese le 
altre yix): sempre però purché i)ossan() coesistere le (!'). 



Sistemi di kquaziom ai oifkehknziai.i totali di H.® ordine. 

Un sistema di ni delle nostre equazioni ai differenziali toUili di Il.° or- 
dine assume la forma: 

il n II 

y. A',,, d' X, i S i A,, , , fi X,, (f Xf-^i) ( r = 1 , . . . , m) 
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17:] 



quando si assumano come variabili indipendenti le Xi . ..a, come dipendenti 
le A-fi...jr,.: ciò che noi supporremo per facilitare il confronto coi risultati 
ottenuti dal prof. Pascal nelle due citate Memorie degli Annali di MaUma- 
fica e dei Malli. Annalen. 

Ci limiteremo a studiare un tale sistema tiell'ipotesi che sia n — ^ w, 
e sia inoltre non nullo un minore di ordine m della matrice delle X a due in- 

Y V 

dici. Se per esempio è diverso da zero il minore: il si- 



A'.. 



"Vi.,*,» 



stema si può scrivere: 

H — m n ti 

^/V„ ,,. , , — \ Xp,, d^ Xp — y y X«..,, dx,, d X,. = 



(1) 



(I'j:. — 



y A>,.,. rf-' ^, - 2 y X.,,,.. d x„ dx,. = 



ove le X sono certe miove funzioni di tutte le x, che supponiamo soddisfa- 
centi alle condizioni X„,,,,. = A^,«,,. . 

Noi ci riferiremo sempre alia forma (1). Un tale sistema si dirà coni- 
pletaènente integrabile quando esistono m sistemi linearmente indipendenti di 
funzioni (/., ed m funzioni 9 tali che si abbia: 



d ^ 
l x„ .,.. .,. 

^ V V ^? 

-yu X ~ ^^- 

Sussisteranno alloi-a le relazioni: 



(r= 1 ,..., m) 

(p = /^ -4- l , . . . ^ u—- in) 

(/f, ^' = 1 , . . . , n). 



— i P-r A',,,. 



2 /' Vi 

dx 



d 



; (i= 1,..., m; h= l,..., n) 



(^i) 



21 f-. -V.j,,,. = ;, 2 (^. -V. ; (? = V 4- l , . . . , « — <« ; rt = 1 , . . . , H) . (3) 

2 ^ A,,^,, == ^ V ^ a;,,,., ; (u, r, jr= 1,..., ;^). (:]) 



''J 
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Delle (4) però; alcune e precisamente quelle in cui /r>>/v; n, r= 1,..., n 
e quelle in cui ?/, r'^k e //•= 1,..., n sono conseguenza di quelle dei due 
primi gruppi (4) e (3). 

Vediamo ora quali condizioni per le X derivino dalle (4), (3), (4). Le Oi) 
intanto, tenendo conto delle (^) diventano : 

Queste si possono considerare come u (n ~ m — h) equazioni lineari onìo- 
genee nelle [/.. Se il sistema è comj)leUmente integrabile, esistono m sistemi 
di (jf-: scrivendo allora quelle ih delle relazioni precedenti che si hanno per 
un sistema fisso di valori di p ed a, mettendo ogni volta al posto delle ;/. uno 
dei sistemi ora nominati, si conclude che devono in corrispondenza essere 
nulle le ((uantità in parentesi quadra. 

Variando poi p, n abbiamo in sostanza le condizioni: 

((?, ?f, r)) = i) = A: -^- 1 , . . . , H - - ni; /t = 1, . . . , n) (')) 

mantenendo il simbolo usato dal prof. Pascal nella Menìoria citata: 
{{?,n,r))~-^^^'-X,„p^,. - VA'p^ X„, .,,,. 

Altre condizioni ci si presentano come necessarie, applicando alle {"ì) il 
procedimento indicato dal prof. Pascal nella Memoria dei Math, Annalen. 

Senza entrare in dettagli osserveremo che ci si riduce in sostanza a 
trovare le condizioni di completa integrabilità del sistema: 



m n 



d jt*.. 4-2 2 f*" ^- ; ... =0 (i = l , . . . , in) 

ma, come si sa dalla teoria delle equazioni diiterenziali di f.** ordine, esse 
condizioni sono date da: 

F„ Y.-F. r., = () (/e, r=l,..., ;/) 



[^■-=lll''"^-----'J 
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Quindi in definitiva abbiamo le eoudizioni: 

[„,r,„-,„-M,r]-() C;::; !;•;;•.:) m 

avendo manteiuito il simbolo: 



V - V Y 



Alle (5) e {()), tenendo conto delle indipendenti fra le (4), dobbiamo ag:- 
giungere le 

[u,v,iv,r] = i) (7) 

ove w ed almeno uno degli indici w, r non superano A:. . 

Le analoghe condizioni che si avrebbero considerando quelle (4) che 
sono conseguenza delle ("ì), (3), sono conseguenza delle condizioni trovate, 
come era a prevedersi e come si vede subito tenendo conto della relazione 
identica : 

[u, i\ ìv, r\ -f [i\ w, a, r] + [w, n, v, r'\ = 0. 

Le condizioni (5), (li), (7) trovate finora come necessarie sono j)oi anche 
sufficienti. 

La dimostrazione, in tutto analoga a quella data dal prof. Pascal per 
il caso <li tutte variabili dipendenti, si fonda sopra la considerazione del 
sistema (a) che risulta completamente integrabile ([uando sono soddisfatte 
le {6): si fa allora vedere che agli m sistemi di a che lo soddisfano, corri- 
spondono m funzioni 9 integrali del nostro sistema. Precisamente queste 
funzioni 9 ci appaiono dapprima come integrali del sistema di equazioni 
lineari ai differenziali totali di L° ordine: 

n— »M 

(i ^'« -,„ M — 2) A7., ,(ìxp = 






(che è complelanu^nte integrabile (piando sono soddisfatte le (5)) e sono 
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adunque tali che: 



ì V V ^? 



do 



(^= 1 ,..., m) 

(?= -: 1,..., n—m). 



Ma teueudo conto delle (2), (.'}), che sono soddisfatte poiché sono per 
ipotesi verificate le (5), (6), e delle (4) cui si risale dalle (7), abbiamo ])oi 
anche: 

e quuidi il sistema dato (1 ) è completamente integrabile. 



Dalle condizioni così trovate in generale possono discendere (juelle per 
i due casi considerati dal prof. Pascal. 

/." Sia k = (). Allora le (o) diventano: 

(iijr)) =0 (i = 1,..., n — m; j ==!,... fi) 

le (7) perdono signitìcato, le (6) restano inalterate. Si ritrovano così le due 
serie di condizioni date (hil prof. Pascal nella più volte citata Memoria degli 
Amiali di Matentnfica. 

IlJ) Sia k = n — m. Allora le (5) perdono significato, le (()) restano 
inalterate ed insieme colle (7) 

[/, ;, h, r] == ove ora /, ; = l , . • • , ^ ; h= 1 , . . . , n — m 

si hanno proprio le condizioni trovate dal suddetto Autore nella Memoria 
nei ^fafh. Annalen. 

Pavia, estate 1<K>4. 
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Sopra una nuova categoria di soluzioni perio- 
diche nel problema dei tre corpi. 



(Di 6. Pavanim, a Padova.) 



v/onsideriamo quel notevole caso particolare del problema dei tre corpi, 
in cui una delle tre masse, che chiameremo P, è trascurabile e non influisce 
quindi sul moto delle altre due Si, S^. Allora Si ed S^ sono dotate d'un 
moto kepleriano. 

I tipi finora studiati di soluzioni periodiche sono : 
1.® Soluzioni piane (di Hill e Gharlier) che hanno luogo vicino alle 
posizioni d'equilibrio relativo di P rispetto ai due centri mobili Si, S^- 
Queste soluzioni esistono per qualsiasi valore delle masse di Si ed S2 . 
2.0 Soluzioni vicine alle posizioni singolari iS, , S, . 
3.® Soluzioni messe in luce da Poincaré, che hanno un grado di ge- 
neralità di molto superiore alle precedenti, ma di cui si può rigorosamente 
dimostrare l'esistenza solo per valori abbastanza piccoli di una delle due 
masse finite (ad esempio di quella di S^) rispetto all'altra. Il Poincaré si 
riferisce alle variabili kepleriane di P rispetto al centro di massa finita Si . 
Egli è così condotto a distinguere tre specie di soluzioni periodiche : per 
quelle della prima specie le inclinazioni sono nulle e le eccentricità picco- 
lissime; per quelle della seconda specie le inclinazioni sono nulle e le ec- 
centricità finite; infine, per quelle di terza specie, le inclinazioni non sono 
più nulle. 

Le soluzioni del primo tipo (cioè quelle che hanno luogo nell'intorno 
di una posizione di equilibrio) sono intimamente legate (almeno quando si 
consideri la massa di 5, abbastanza piccola) alle soluzioni di seconda specie 
di Poincaré. 

Quelle del secondo tipo hanno interesse puramente analitico e non sem- 
brano suscettibili di applicazioni astronomiche perchè i corpi celesti non 
sono punti materiali e la rappresentazione matematica cessa di essere at- 
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tendibile allorquando le mutue distanze scendono al disotto di un certo 
limite. 

Restando così nell'ambito delle possibili applicazioni possiamo asserire 
che le soluzioni scoperte da Poincaré comprendono (se non altro qualita- 
tivamente) tutte quelle conosciute finora. 

Argomento della presente Memoria è invece di provare l'esistenza di una 
categoria di soluzioni periodiche, bene distinta (per quanto meno ampia e 
meno importante) da quelle studiate fino ad oggi. Mi propongo cioè di mo- 
strare che hanno luogo soluzioni periodiche non piane nell'ipotesi che le due 
masse finite di Si ed /S, differiscano poco fra loro. 

Rappresento queste due masse rispettivamente con oi ~»^- ^^ ij' + l^ ^ 

suppongo che Si , S^ ruotino uniformemente attorno al loro comune centro 
di gravità (moto questo il più semplice compatibile con la legge di Newton). 
Così Si ed S2 si muovono costantemente in un piano «y. 

Studio dapprima il caso particolare in cui le due masse finite sono 
eguali, in cui cioè p. = 0; suppongo inoltre che P si trovi inizialmente sulla 
perpendicolare condotta per al piano o, e che abbia la sua velocità ini- 
ziale diretta secondo questa perpendicolare. In questa ipotesi riconosco con 
facilità — ed è il contenuto della prima parte della presente Memoria — 
che, quando si limitino convenientemente i valori dell'energia totale £, il 
moto di P avviene lungo la sopradetta perpendicolare fra due limiti simme- 
trici rispetto al centro di gravità, limiti che sono nulli per E = — 2, e ten- 
dono all'infinito quando E tende a 0. Così ci troviamo in presenza di un 
moto che è del tipo di quegh armonici. 

Semphci considerazioni sull'equazioni del movimento mostrano che il 
moto di P è periodico. L'integrazione effettiva perniette poi di constatare 
una doppia periodicità e fornisce il valore, particolarmente importante per 
il seguito della ricerca, del periodo reale T. 

Nella seconda parte passo a considerare il moto di P quando le due 
masse di Si e dì S^ non sono più eguali, quando cioè p. è diverso da 0. In 
questo caso, mi domando, esistono soluzioni periodiche vicine alle osciHii- 
zioni rettilinee testé accennate, cioè corrispondenti all'ipotesi di p. = Q f I 
risultati, a cui giungo, equivalgono ad una risposta affermativa alla que- 
stione propostami. 

Rigorosamente posso dimostrare l'esistenza di tali soluzioni quando sup- 
pongo 
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con e positivo e sufflcentemente piccolo, e p. poco diverso da 0. Più specifi- 
catamente, poiché, come già accenammo, quando p. = ed E = — 2 il centro 
di gravità del sistema Si, S^ è una posizione d'equilibrio stabile per P, ne 
segue che alle soluzioni periodiche delle quali posso provare con tutto ri- 
gore l'esistenza, corrispondono delle orbite chiuse che di poco s'allontanano 
dal centro di gravità 0. 

Nelle classiche ricerche di Poincaré si presenta la circostanza favore- 
vole che si sa integrare il sistema di equazioni differenziali per /i = 0, co- 
sicché, trovato che per questo valore di p- esistono delle soluzioni periodiche, 
la dimostrazione dell'esistenza di tali soluzioni anche per p. diverso da 0, 
non richiede che una semplice verifica materiale. Nel mio caso invece le 
equazioni del moto non sono integrabili per p = 0, e quindi per raggiun- 
gere il mio scopo devo ricorrere a speciali artifici. 

Arrivo così a mettere in evidenza una duplice infinità di soluzioni pe- 
riodiche. 

Il problema che mi sono proposto di trattare non é puramente teorico, 
ma esso trova la sua applicazione nel caso, considerato in Astronomia, delle 
stelle doppie. 

Effettivamente, si considerino due corpi celesti (stelle) di masse pressoché 
eguali e si supponga che essi esercitino la loro azione attrattiva su un aste- 
roide, sul quale non agiscano forze ulteriori. Si supponga ancora che questo 
asteroide si trovi inizialmente poco discosto dalla perpendicolare condotta 
per il centro di gravità del sistema delle due stelle al loro piano del movi- 
mento, ed allora saremo condotti al caso da noi trattato. 



Equazioni del moto. 



1. Due corpi (stelle) Si ed S^^ di masse mi, m» rispettivemente eguali 

ad -^ — (x, -Q- + p ruotano uniformemente attorno al loro comune centro di 

gravità (moto questo il più semplice compatibile con la legge di Newton). 
Così Si ed <Sj si muovono costantemente in un piano ©. La distanza costante 
Si Si l'assumeremo quale unità di lunghezza, e disporremo dell'unità di tempo 
in modo che la costante di Gauss risulti eguale alFunità : ne segue allora 
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che anche la velocità angolare {moto ìnedio) con la quale la retta Si S^ ruota 
attorno ad sarà eguale ad uno. 

Consideriamo un sistema di assi Oxy z^ uniformemente ruotante attorno 
all'asse 0, aventi l'origine in 0, il piano tsi per piano z = 0, e la direzione 




positiva dell'asse x coincidente con S^\ il verso della rotazione sia x-^ y. 
Rispetto a questo sistema di assi le coordinate di S, , S» saranno : 



-(y + K')^0, 0; -|--,x, 0, 0. 



Un terzo corpo P di massa trascurabile, sia soggetto all'attrazione di Si 
ed Sa. Indichiamo con r, ed r^ le distanze di P da <Si, Sj, mentre a;, y, z 
rappresentino le sue coordinate rispetto al sistema OxyZy cosicché 



r^= \\^ + 



IV 



+ : 



r,= W 05 



' + .---2-)Vy' + ^' 



Il potenziale unitario delle forze agenti su P è 



U- 



1 

'ITI 

ri 



■+i^ 
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Assunti nel modo detto il sistema di assi mobili e ricordando che nel 
nostro caso il moto medio è eguale all'unità, dal teorema di Coriolis si ha 
che le componenti dell'accelerazione assoluta del moto di P sono date dalle 
seguenti espressioni : 

d^x ^dy 

dt' ' 

Le equazioni del moto risultano dall'eguagliare l'accelerazione assoluta 
alla forza unitaria ; nel problema proposto saranno adunque : 

dt' * dt ~dx~^^' 



'^^^ÌT='^.+y, ) (1) 



ì 

dt' "^" dt dy 
df dz 






fe 
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PARTE PRIMA 



2. Cominciamo dal considerare il caso nel quale p, = e quindi 



m. = m.2 = 



1 



Supponiamo inoltre che il mobile P si trovi inizialmente sull'asse z e 
che secondo quest'asse sia diretta la sua velocità iniziale. Le attrazioni eser- 
citate da Si, Si ammettono perciò una risultante pur essa costantemente di- 
retta secondo l'asse z. 

Il moto di P sarà quindi definito in questo caso dalle equazioni 





x = y 


= 0, 




. dU 

dz 


dove 






r 


essendo 


• 






r = r, = r^ = 


^W 


Avremo dunque 






'■- " .• 


Posto 


(1+4^')* 


si ha 


^' = ^, 




^zg'dt 


= d^, 
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e, moltiplicando la precedente equazione differenziale per z'dt, si ottiene 

{l + i^f 
dalla quale 

1 ., 2 



ldz- = i^^ = 2d(l+4^^^ 



i2 vl + 4^* 



E, (2) 



dove E (costante d'integrazione) non è altro che Venerala totale. 

3. La (2) esprime il modo di variare della velocità di P relativamente 
alla sua posizione ed all'energia totale. 

Per £; > il secondo membro della (2), qualunque sia z, non s'annulla 
mai, cioè la velocità si mantiene sempre diversa da 0. Perciò P si muoverà 
costantemente nella medesima direzione, dipendente dalla sua velocità ini- 
ziale. In ogni caso esso s'allontanerà sempre indefinitamente, dalla sua po- 
sizione corrispondente a. t = 0. 

Quando invece JS < — 2 la (2) non può mai essere soddisfatta da valori 

reali di « e z'. Basta osservare clie il suo primo membro è sempre positivo, 

2 
mentre il secondo, essendo ^ = compreso fra e 2, al variare di z, ri- 

\ 1+45?* 

sulterebbe sempre negativo. 
Nel caso infine di 

— 2<J5J<0 

esistono due valori finiti di z eguali e di segno opposto 



'2E 



e — z, 



9 



che annullano z e costituiscono i limiti fra i quali è compreso il moto di P. 
Essi sono cioè, com'è ben noto, il massimo ed il minimo di ^^ : se ne può 
avere la conferma osservando i segni di z" per questi valori di z. in ogni 
posizione intermedia fra — z^ e Zq, z deve essere crescente o decrescente, 
quindi il moto non cambia di direzione che nelle posizioni estreme. Per 
E=^0, Zo e — z^ sono rispettivamente eguali a -|- (X) e — oo; mentie per 
E = — 2 questi due limiti si riducono eguali a 0. Ne segue in questa se- 
conda ipotesi, che il centro di gravità del sistema Si , Sa è una posizione di 
equilibrio stabile per il mobile P. 
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I valori dell'energia totale che noi considereremo d'ora in avanti (e lo 
diciamo una volta per sempre) saranno solamente quelli che soddisfano alla 
relazione 

— 2<^<0, 

perchè solo in questo caso il moto presenta effettivo interesse. 

4. Vediamo ora di studiare il carattere del moto di P lungo Tasse z 
compreso fra i due limiti simmetrici rispetto all'origine Zo ^ — ^o . Proveremo 
che questo moto è periodico e ne determineremo nello stesso tempo anche 
il periodo. 

A tale scopo poniamo 

^ ^p + ^E, (3) 



od anche 

1^=1 + 4^', 

che derivata rapporto & t da.: 

1 dp . , 

«lalla quale, tenendo conto anche della (2), 
l6\p-\--^E\ z* "■ ' 

perciò 



ed infine 

dp 
dt 



= 2(p + |4^4p'-(4+|èJp-4 ^'(-1-^^-4). 
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Lo studio del moto si fa nel modo migliore introducendo una variabile 
ausiliaria definita dall'equazione differenziale 



dove 



•fif, = 4 + Ie\ g, = -3- E [j E' - 4J 



Da questa posizione risulta che la p si può risguardare come la fun- 
zione ellittica di Weirstrass, gl'invarianti della quale sono g^ e g^. Perciò p 
è funzione doppiamente periodica di u. 

È noto che la determinazione dei suoi periodi 2a) e 2w è sempre pos- 
sibile eccettuato allora che il determinante 

^==gl-17gl 

è nullo, caso limite nel quale la funzione ellittica degenera in funzione cir- 
colare od iperbolica. 

Fra poco prenderemo in esame questo caso. Ora osserviamo invece che 
le radici dell'equazione 

disposte per ordine di grandezza sono : 

e, = i-^E, e, = }^-E, e,==-^i + ^Ey. 

quindi, per valori reali di E (soli valori da noi considerati), esse pure sono 
reali, perciò A dev'essere sempre positivo. 

In queste condizioni i due periodi sono l'uno reale l'altro puramente 
immaginario, determinati dalle formule 

+00 +00 

J\ip' — g^p — g^ ^ J\ip'—g2P^gi 

«I -«■ 

Notiamo ancora come i valori di p definiti dalla (3) sono compresi fra 
Cj ed e, poiché dovendo essere 

— 4 [p 4- -^^] + 2 ^ ^ 0, 
Annali di Matematica, Serie IH, Tomo XIII. 25 
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sarà : 

p ^ -g^ JS = e, ; 

inoltre p assume il suo valore minimo quando = 0, ed allora dalla (3) 

perciò 

Segue da questa relazione e ponendo mente ai valori di p nel paralle- 
logramma dei periodi, che 

essendo l una variabile reale. Questa conclusione ci servirà fra poco in una 

importante Osservazione. 

Prescindiamo ora dai limiti fra i quali sono compresi i valori di p e 
p'- dalla forma della variabile u\ teniamo solo presente che possiamo conside- 

"^ rare la p come la funzione del Weirstrass di cui sono assegnati gl'in va- 

^ rianti. Poiché p è allora doppiamente periodica rispetto ad u^ la (3) sta a 

I dire che anche z gode della medesima proprietà considerata quale funzione 

%x implicita di u. Vediamo come si possa dedurre da questo fatto che z è fun- 

j.^ zione periodica, anzi doppiamente periodica, del tempo. 

^ : Essendo 

^'' si ha 

;i' così il tempo si può ritenere funzione di ti e perciò, integrando l'ultima re- 

;3' lazione scritta rispetto a questa variabile, abbiamo 

h' 2« = r^" +a (4) 



Vr..^ 



r du 



Per determinare questo integrale introdurremo un'argomento v che sod- 
disfi alla relazione 

1 r- 
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Sappiamo che nel parallelogramma dei periodi vi sono due valori di v 
per i quali la p assume un valore determinato, che corrispondono a valori 
di p' eguali e di segno opposto. Ricordando che 



(rf?) = * (i^ — ^») (^ — ^«) ^P ~ ^»)' 



per p = — ~a^'> essendo ancora — -^ E:=^ -^ -^e^ avremo 

(sj=*(-t -)(-*--) (-t--)= 

= 6e.(e, + |) («. + !), 
dalla quale 

Per quanto osservammo ora, si può assumere tanto p v^+\ 6e^ come 
p' t; = — V 6 e, e ne risulterà in ogni caso un determinato argomento v tale che 

per p r = — -a^' Se noi però ci limitiamo a considerare il parallelogrammo 

0, a>, (d + iù\ vediamo che v deve essere compreso fra co ed co -h co', essendo 

pa> = e, , l>(w + a>')=e,, pa>' = e, 
ed 

Questa limitazione corrisponde all'assumere p' t? = + v 6 e, poiché fra w 
ed tó + co' jp't; è sempre positivo. 1 

Una volta assunto questo valore bene precisato di v, ricordando dalla 
teoria delle funzioni ellittiche che 



pu — pv p V 
derivando questa relazione rapporto a t;, ricaviamo la formula 



{pu — p vy p' V 



p{u — v) +p {u-\-v) - 2jp t; 



coll'aiuto della quale possiamo subito integrare la (4). 
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Avremo cioè 



pv\pv\^'s{u — v) ) ^ ' ^ \ 

Poiché 

l'espressione di t in funzione di ti sarà 

p* t; jp t; V ^ <T (if — v) ] pu—pv I 6 

Quando si aumenta ti del suo periodo Sw chiamando jT il corrispon- 
dente aumento di t, avremo 



2 T= -i- l^.'-'' [log e*'^^ _ 4<^U'l — 4yi I + 



(0 

Cioè 

p^ V \ p V ^ ^ \ G 

dove 71 = ?[ (0. 

Dunque ad un aumento dì u corrispondente al suo periodo reale, t au- 
menta di una quantità costante, poiché T non dipende da u. Ma abbiamo 
già. osservato che z è funzione periodica di li, quindi l'interv^allo di tempo 
necessario perchè z riprenda un suo valore al variare di u è costante, cioè 
z è funzione periodica di < e jT ne è il suo periodo. 

Risultati analoghi si otterebbero col medesimo procedimento, se si stu- 
diasse il comportamento di z rispetto a 2(o'. Essendo però questo periodo 
puramente immaginario lo studio di z rispetto a Sw' non presenta alcun 
pratico interesse. 

Ad ogni modo possiamo affermare essere z funzione doppiamente pe- 
riodica del tempo. 

Oltre a z anche Taccelerazione e la velocità sono funzioni periodiche 
del tempo; basta osservare le loro espressioni in funzione di z. Di più, in 
Zo e — Zo cioè nei punti estremi la velocità è nulla, mentre l'accelerazione 
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è massima (considerando il suo valore assoluto); il fatto inverso succede in- 
vece per z = 0. 

Da tutto questo si conclude che la soluzione del problema nel caso in. 
considerazione (f^ = ed ^2<£<0) è periodica ed il moto di P si pre- 
senta del tipo dei moti armonici. 

La sua decomposizione in moti armonici elementari si può avere me- 
diante la serie di Fourier, che inoltre dà anche l'espressione di z in fun- 
zione del tempo cioè 

« = ^0 + 2i- »- ^os - y- + K sen —^r » 

dove i coefficienti hanno espressioni bene determinate. 

5. Osservazione. — Poiché il discriminante della funzione di Weir- 

STRASS è 

A = 16 (e, — e,y {e, — e,y {e, — e,y, 
per i nostri valori delle radici avremo : 

Da questa espressione di ^ ne segue che per 

^ s'annulla. 

Ha per noi grande importanza, per quanto tratteremo fra breve, il caso 
di E= — % nel quale come notammo, il centro dì gravità rappresenta per P 
una posizione di equilibrio stabile. 

Determiniamo il valore limite di T quando E converge a — 2. Questo 
calcolo si può fare direttamente nella espressione di T già ottenuta, ma si 
raggiunge più presto lo scopo considerando che per E = — % ^ = e quindi 
p degenera in funzione circolare e propriamente 



W - ^-^ 



p u =^ — , 



essendo 



^ ^ sen* 7c — 

i2(o; 
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Per £ = — 2 

16 6i 

fir. = 3- ' I/. = 27 

e perciò 



P « = — -y 4 



'i ' sen" V 2 « 
Abbiamo visto essere 

2r= 



JFH" 



ed avendo notato che 
con $ reale, avremo 






Sostituendo a p il suo valore nel caso di degenerazione, e notando che 
allora co' = cx) e quindi sen' v 2 (w' 4- $) = cx), 

2» Su' 



J) sen' V 2 (co' + e) i ° 



sen' V 2 (w' + ;) i 

cioè 

7 = 0,, 

od anche, ricordando il valore di co in questo caso di degenerazione, 

2v2 

T adunque ha un limite diverso da al convergere di E verso — % 
quando cioè il moto degenera in posizione d'equilibrio. 

Questa osservazione ci permetterà di asserire l'esistenza di soluzioni pe- 
riodiche anche quando \l è diverso da 0. 



Digitized by 



Google 



di soluzioni periodiche nel prohtema dei tre corpi. 193 



PARTE SECONDA 



6. In questa seconda parte prendiamo in esame il caso di [l diverso 
da 0. 

Il moto di P è allora definito dalle equazioni (1). Vediamo di scrivere 
queste equazioni sotto forma canonica. 

Le (1) ammettono l'integrale di Jacobi 

il quale poi non è altro che l'integrale delle forze vive nel moto relativo. 
Poniamo 

dx dy , dz 

allora le equazioni del moto si scrivono sotto la forma canonica cercata : 

dx,_dF 
dt dyt 

dt dXf 

Abbiamo già visto come nel caso di fx = le equazioni del movimento 
ammettono (per ciascun valore dell'energia totale E compreso fra e —2) 
una soluzione perÌQdica Oo di periodo T, alla quale corrisponde un moto 
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di P lungo l'asse z compreso fra due limiti simmetrici rispetto all'origine. 
Durante un tale movimento le coordinate x ed y e quindi le variabili cano- 
niche Xi , aj, sono sempre nulle : è poi 

2? == aj, =• <p {t\ z' = y, = f (0, 

indicando con 9 una funzione del tempo che s'annulla solo nell'origine, mentre 
la sua derivata 9' s'annulla solo per i valori estremi di z. 

Assunto l'istante in cui il mobile passa per quale origine del tempo, 
alla soluzione Oo appartengono i valori iniziali 

X, = x^ = x^ = y, = y^ = 2/5 = 9' (0). 

Consideriamo ora, sempre supposto fx = 0, una soluzione ^o delle (1') 
infinitamente viqina alla Oo, i cui valori iniziali sieno 

a?, = Pi Xi = Pa Xt = p, 

t/i=P. t(,=P, y.=?'(0) + Pc, 

essendo le p poco diverse da 0. 

Nella So le x^ ed y, risulteranno funzioni regolari dei valori iniziali sud- 
detti. In un generico istante <, avremo per ciò dei sviluppi ordinati secondo 
le potenze di p del tipo 

(i = l, 2 i = 4, 5) > (5) 

y,=yi, + Rj, \ 

rappresentando le ; ed vi i termini di primo ordine nelle p, mentre le R in- 
dicano i termini d'ordine superiore. 

Consideriamo infine per (a-I- una soluzione 1 del nostro sistema di 
equazioni, tale che per ul = essa si riduca alla soluzione 2o . Avremo al- 
lora per la 2 

X, = X, ((/., p, t), 

Vi = Vi ((^', P, 0- 

7, Proponiamoci ora dì riconoscere se possono essere soddisfatte le 
condizioni perchè 2 risulti una soluzione periodica di periodo jT+t. 
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Perchè ciò sia, posto 

yAv-, P, T^-'.)-yAì^, P,0) = <]-,, 
dovremo avere 

fi ='{'« = •••= 'f'e = 0. 



li = 1, % 3\ 

l; = 4, '">, oj 



(0) 



Le ^ risultano funzioni olomorfe di (x, delie ^ e di t annuliantesi con 
queste quantità. 

Le (6) non sono tutte indipendenti fra loro, perchè il sistema (T) am- 
mette l'integrale di Jacobi 

F= — C; 

cosicché soddisfatte le ^.= ad esempio per i=l, 2, 3, 4, 5, sarà soddi- 
sfatta anche la ^« = (*). 

Abbiamo dunque da considerare un sistema di cinque equazioni con 
sette incognite (P,, P» ,•••» P«9 '^)- È ben noto che in tale caso, per \t. sufficen- 
lemente piccolo, esso ammette una soluzione, nella quale tutti ivalori delle 
incognite sono nulle, se uno qualunque dei minori di quarto ordine della 
matrice funzionale 

api ap/ ' ' aPe a^ 
api a Pa ' ' * a Pe a-r 



aj^ ai 
-ap, ap. 



ai5 aj^ 

aPe aT 



(*) ^>, rappresenta rincremento di y, (cioè di is) quando si passa da ^==0 a t=^T-\-r, 
L'essere ^e = ^ significa che y, è funzione periodica di t. Benché, per F = — C, la fé "^ ^ 
sia soddisfatta quando sono soddisfatte le relazioni ^'i -= ^i = . . .=+5 = 0, tuttavia avendo 
dalla F^ — C 

può sembrare ambiguo se dopo un periodo r+- f, j/, riprenda il valore iniziale, o lo riprenda 
con segno cambiato. Il dubbio è tolto però se si nota che nella ^, y^^ ^^ intervalli di tempo 
eguali al suo periodo riprende il suo valore iniziale, e quindi anche nella soluzione vicina 2ì, 
y, riprenderà il suo valore iniziale che differisce da di una quantità finita. 
Era opportuno chiarire questo fatto. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 26 
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è diverso da per fz. = p^ = t = 0. 1 valori di p e t che allora si ricaveranno, 
sono funzioni regolari di \t. che s'annullano con questo parametro. 

Ammessa soddisfatta questa condizione, la traiettoria del moto corri- 
spondente alla soluzione periodica che allora si potrà ricavare, differirà di 
poco da quella corrispondente fìo • Siccome in questa P si muove lungo 
l'asse Zy fra due limiti simmetrici, ed a distanza finita rispetto all'origine, la 
traiettoria della soluzione periodica che cerchiamo attraverserà il piano z = 0. 
Assumiamo questo istante come origine del tempo: ne risulterà 

P. = 0. 

Può sembrare che l'introduzione arbitraria dell'equazione p = 0, dimi- 
nuisca la generalità, e che non si possa trovare così che le soluzioni perio- 
diche tali che pj sia nullo per < = 0. 

Ma noi otterremo tutte le altre cambiando t in t + h^ h essendo una 
costante qualunque. 

Siamo ridotti intanto ad un sistema di cinque equazioni 

^, = (i=l, 2,3.4, 5) 

a sei incognite. Vediamo se è possibile risolvere questo sistema rispetto a 5 
delle 6 incognite, ad esempio rispetto a 

Pi, Pjj P4, Ps, "T, 

assumendo invece ad arbitrio il valore di pe, purché sufiBcentemente piccolo. 
Basterà perciò che sia diverso da il determinante funzionale 

3(PiP.P*P.^) 
quando si faccia 

p. = Pi = Ps = P. = P5 = P. = ^ = 0. 

Per calcolare questo determinante possiamo porre addirittura nelle ^, 
(x = 0, allora 

^, = $, + 5,-p,, 

i=,,+iì,-fe, ('li;*) 

^. = ?(r+t) + $3 + ii.-P. 

e quindi il determinante in parola (dovendo porre in. esso, come dicemmo. 
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(* =■ Pi •= P« =» P« = Ps = P, = • = 0) si riduce al prodotto 



dove, per t = 0, 



aT "a (P.p. p.p.)' 
y^'=?'(r)=?'(0)H=o. 



Rimane da provare che 

è pur esso diverso da 0. 

Ponendo ora nelle ^ anche t = avremo 



A = 



a 5. . 
ap. 


a 5. 
ap. 


a^. 
ap. 


a$. 

ap. 


a e. 
ap. 


ac. . 
ap. 


a 5. 
ap. 


a;. 

ap. 


ap. 


ap. 


aiQ. 
ap. 


. a>». 
ap; 


aio, 
ap. 


a TI, 
ap. 


aia. 

ap. 


a TI. 

ap. 



— 1 



(Si noti che nell'espressione ora scritta di a abbiamo ommesso i termini 
che provengono dalle B, perchè essi contengono le p almeno al primo grado e 
quindi s'annullano quando si pone p^ = 0. Così possiamo, per il nostro scopo, 
prescindere senz'altro dal considerare questi termini.) 

8. Per lo studio di questo determinante fa d'uopo conoscere le C e 
le Ti. A tale scopo riprendiamo le espressioni (5) delle x<, i/,, sostituiamole 
nelle (1') ed eguaghamo i termini di primo grado nelle p. Si trova senza dif- 
ficoltà 

dt ""[dx^dyj "^ [dxtdyj *' 

dove le derivate racchiuse fra parentesi s'intendono prese relativamente alla 
soluzione Oo, cioè si deve porre in esse 

^ = x,=x^=y,=y^ = 
mentre x^ ed y^ vanno sostituite con <p (<), <p' {t). 
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Le equazioni differenziali sopra scritte non sono che le equazioni alle 
variazioni delle equazioni (1'). Da esse si ottiene come subito si verifica 



dove 



dt 



dc,^ 



= $j 4- iji j jj = — $1+11 



dt 



= >i., 






d^ _ p r ^ '^^j _ p r 



P. = 



3 1 

4 V' 

P, 



P,= 






3 z^ 1 



rappresentando r la distanza di P da Sx ed Sj, cioè 



r = 



\/v + '- 



Per le (3) quindi 

Dall'espressioni ora scritte delle P risulta che esse sono funzioni pe- 
riodiche (anzi, più propriamente, doppiamente periodiche), del tempo. Le ;, 
ed Tt, sono così definite da un sistema di equazioni differenziali a coefficenti 
periodici. 

Detto sistema si divide in due gruppi 



d-i\^ ^ 
dt ~ 



d^r^"" 



P.$,; 



d^, 
dt 



^ 4- T 



at 






d Y„. 



(/< 



;- = P., ;, r., , 



(7) 
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9. Per il nostro scopo basterà considerare questo secondo gruppo di 
equazioni, limitandoci inoltre a valori di E vicini al limite inferiore — 2. 
Poniamo in conformità 

E = — ^ + z 

con e (finito, ma) sufficientemente piccolo (*). 

Il sistema (7) si può allora risguardare come un sistema di equazioni 
differenziali dipendenti dal parametro e. 

Il determinante a, che necessita provare essere diverso da 0, non è altro 
che il determinante jacobiano delle funzioni 

$,(r)-$,(0), ^..(r)_,,..(0) (i = i,2) 

rapporto a $. (0) ed r.^ (0), poiché le p coincidono coi valori delle $ e delle vi. 
Così considerato questo determinante, se dimostriamo ch'esso non è nullo 
per e = avremo risolta la questione dell'esistenza di soluzioni periodiche 
per p.-hO, perchè esso sarà allora non nullo anche per 6-|-0. 

Quando e = 0, cioè E= — % r = -^ e quindi 

P, = 16, P. = -8, 
ed il sistema (7) si riduce a 



dt'~ '^''^ r„, ^j^ 



^- 1'^ ^1 ~{ *^<3 9 ^7 i ^ ^2 *^«1 



S'ottiene così un sistema di equazioni diiferenziali a coefficienti costanti, 
il quale può essere risolto nel solito modo. 



(*) Può sembrare che con questa limitazione si possono solamente trovare quelle solu- 
zioni periodiche che hanno luogo nell'intorno di una posizione d'e(}uilibrio. Ma le cose non 
stanno proprio così. Infatti, dimostrato una volta che A è diverso da per f* = f = 0, è 
chiaro che esisteranno due limiti finiti /*i ed ij di ft ed « tali che, per tutti i valori di ft <f/i 
e di « < Il , A si manterrà ancora diverso da 0. Ma per valori « non nulli ne superiori 
ad «j e per i^ ^= 0, P è dotato di un vero moto finito e quindi esistono dei moti periodici che 
differiscono poco da questi anche nel caso di /*-,'«= e minore di /a^. È dunque una classe 
più generale di soluzioni periodiche delle quali dimostreremo rigorosamente l'esistenza. 
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Poniamo cioè 
con che le costanti y e S sono determinate dalle seguenti equazioni 

PY.— y«— *.=o, 

YiH-PY»— S, = 0, 
-IGy. + pS,- S. = 0, 
8y.+ «. + pS. = 0, 
che si potranno risolvere rispetto alle y ed alle S se 

P -1 — 1 

1 p — 1 

— 16 p — 1 

8 1 p 

cioè se 

p«_6p« — 119 = 0. 

Ad ognuno dei quattro valori distinti di p 

P. — P. P. — P. 

dove 

p'=:^3 + 8v2, p- = ^3 — 8v2, 

corrisponde un. sistema di valori pure distinti per le y e ^> vale a dire 



= 0, 



Y.= 



Y. 

y'. 

Y". 
Y'. 



Y.= 



Y. 

y'. 

Y. 

Y'. 



K = 



dove 



y', =4(3 + 2 V 2)^3 + 871, 
y', = 4(3 — 2v 2)\/3 — 8\ 1, 
S'. =8(23h-16v2), 
S", =8(23— 16 V' 2), 



«'. 



Y. = 
Y'.= 
8'.= 
n = 



K = 






— 4 (5 + 2 vi), 
4(2 V' 2 — 5), 

8^3 + 8v/2, 
8^3 — 8v/2. 
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Gli integrali generali del nostro sistema di equazioni differenziali a coef- 
ficienti costanti saranno quindi: 

$. = ( C, eP'* + C, e-n Y. + (C. eP'" + C, e-p'") y". , 

n, = (_ 0. er-'* + 0, e^^'O «', + (0, e^^ + C, e'O «% , 

le C essendo le 4 costanti d'integrazione, che noi determineremo in modo 
che i valori iniziali di C< ed ìq, sieno precisamente Pi, p,, P4, p^. Ciò è pos- 
sibile, perchè per < = il determinante D dei coefficienti delle C è diverso 
da 0, essendo 

y'. -y\ r'. -r'. 
Y'. y'. y'. Y% 



i) = 



fc/ */ ^» 



cioè 



ossia infine 



2) = 4 



— Yi 



Y. Y . 



2) = i2".17.\/119. 



Assunte in questo modo le C, il determinante A si scinde nel prodotto 
dei due 

djh'^A*^^) a (ceco , 
a (ceco' a (p.p. P.PO ' 

il secondo non è che l'inverso di 

n _ 8(P.P»P«P») 

^~a(cccc) 

e quindi è diverso da 0. Il primo, avendo già notato che le i}* (dovendo in A 
porre {t = p< = t = 0) sono rispettivamente eguali a 

sì presenta sotto la forma 

(e'e' _ 1) (e-'*' — 1) (e"'»' — i) (e-**' — \) D 
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e perciò è pur esso diverso da 0. Ciò apparisce chiaro ricordando che ab- 
biamo già dimostrato (*) come al convergere di ^ a — 2, T ha un limite 

finito e diverso da e propriamente T = — ;=- • Gli esponenti di e sono 

quindi diversi da 0, ed anche (avendo presenti i valori di p) da multipli 
di 2 TU. 

È dunque a - 1- 0, vale a dire il problema che abbiamo preso a consi- 
derare ammette delle soluzioni periodiche anche quando le due masse m, , m^ 
di Si ed Sa non sono più eguali. 

10. Queste soluzioni da noi messe in luce sono in numero doppia- 
mente infinito, poiché abbiamo assunto ad arbitrio uno dei valori delle va- 
riabili canoniche (fic) ed oltre a questa abbiamo dato pure ad arbitrio anche 
l'origine del tempo. Gli altri elementi del moto risulteranno invece bene de- 
terminati. Possiamo notare che, per gli integrali di Jacobt, ad ogni valore 
di Pe (una volta determinati i valori delle altre variabili) corrisponde un unico 
valore di E, cioè dell'energia totale, ed inversamente, ad ogni valore di E 
corrisponde un'unico valore di pe • Così possiamo dire anche che la duphce 
infinità di queste soluzioni dipende dalla scelta arbitraria dell'origine del 
tempo e dell'energia totale. 



(*) Vedi «Osservazione», p. I*. 
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Un problema sui sistemi di linee fra loro 
coniugate e sulle relative trasformazioni di 
Laplace. 



(Di Pasquale Calapso, a Palermo.) 



Allo studio delle equazioni lineari alle derivate parziali della forma 

f£.^A^- + Bl^, (1') 

dudv du d V ^ ^ 

si coUegano secondo Laplace due trasformazioni L, L~* definite rispettiva- 
mente dalle formole 

i Sx ,,^ 

''^ = ''-Bdli' ('^^ 

Applicando all'equazione (1') o i'una o l'altra di queste trasformazioni, 
la (1') si cambia in una nuova equazione della medesima forma. 

Ricordiamo il significato geometrico di queste trasformazioni. Siano x, 
j/, z^ tre soluzioni della (i') e interpretiamo queste come coordinate carte- 
siane ortogonali di un punto P dello spazio ; al variare di w e t; il punto P 
descrive un sistema coniugato. 

Applicando alle .funzioni x, y, z la trasformazione i, queste si cambiano 
in cert'altre funzioni ìTi, i/,, zi; il punto P dello spazio si cambia in un 
punto Pj e quest'ultimo al variare di u e v descrive un nuovo sistema con- 
iugato. 

Similmente applicando alle funzioni x^ y, z la, trasformazione L~^ il 
punto P si cambia in un punto Pg. il quale al variare di ti e t; descrive a 
sua volta un nuovo sistema coniugato. 

Lo scopo della presente Memoria è la ricerca dei sistemi coniugati, per 
Annali di Mate^natica, Serie III, Tomo XIII. 27 
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cui entrambi i sistemi derivati con le trasformazioni L, L~^ risultano or- 
togonali. 

Ogni sistema coniugato che gode di questa proprietà lo chiameremo 
brevemente un sistema coniugato ((?). 

Per la trattazione del problema conviene giovarsi di due teoremi di Guj- 
GHARD (*) che possono enunciarsi nel modo seguente : 

I) Un sisteìna coniugato parallelo a un sistema coniugato (G) è ancor 
esso un sistema coniugato ((?). 

II) Per ogni sistema coniugato (G) esiste sempre un sistetna coniugato 
ad esso parallelo che ammette gl'invarianti uguali. 

Questi teoremi permettono di limitare la ricerca alla formazione dei si- 
stemi coniugati (G) a invarianti uguali; l'equazione di Laplace relativa a un 
siffatto sistema coniugato è in tal caso della forma 

dudv dvdu dudv' ^ ' 

e la determinazione della funzione 9 dipende da un'equazione differenziale 
alle derivate parziali di 4.<> ordine. 

Nota la funzione 9 per avere definitivamente le funzioni a?, y, z occorre 
integrare un sistema di Rigcati. 

Per le varie questioni relative al problema proposto è molto utile in- 
trodurre l'invariante H dell'equazione (4') definito dalla formola 

dudv dudv 

Si può allora domandare a che condizione deve soddisfare una funzione H 
affinchè si possa assumere come invariante per un'equazione della forma (4') 
relativa a un sistema coniugato (G). 

La funzione H è caratterizzata dal fatto che le due equazioni nella fun- 
zione incognita w 

67 0) 1 

dudv H ^ 

dudv ! 
debbono ammettere una soluzione comune. 



(*) Sur les réseaux qui, par la méthode de Laplace, se trans forment des deux còtés en ré-' 
seaux orthoyonaux [Comptes Rendus, anno 1901, voL 13*2, pg. 249]. 
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Si riconosce frattanto una soluzione particolare del problema; invero 
possiamo soddisfare alle precedenti ponendo 

a> = 0, 

dudv 
Quest'ultima col porre H=e^, assume la forma 

/^==2senh0. (6') 

Similmente possiamo soddisfare alle (5') ponendo 

dudv 

Quest'ultima col porre H=e^, assume la forma 

a*0 



dudv 



= 2coshe. (7') 



Dopo le ricerche da me esposte in una precedente Memoria (*), sappiamo 
che le due equazioni (6'), (7') sono quelle da cui dipende la ricerca delle 
asintotiche virtuali di un paraboloide qualunque a punti iperbolici. 

Intorno a queste equazioni e alle varie questioni geometriche che vi si 
connettono, possediamo ormai le recenti Memorie del Bianchi (**), in cui 
l'illustre geometra ha portato la teoria al massimo grado di sviluppo; per 
questa ragione non insistiamo su questa soluzione particolare del problema. 

Escludendo d'ora innanzi questi casi, per ottenere l'invariante incognitg H, 
elimineremo quest'ultimo fra le (o ) ed avremo per la funzione w l'equazione 



(•) SuUa defamMsione deUe qttadriche [Rendiconti del Circolo Matematico di. Palermo, 
anno 1902, t. XVI, pg. 297). 

(**) Intorno aUe superficie applicabili sui paraboloidi ed aiUe loro trasformasioni [Atti della 
R. Accademia delle scienze di Torino, anno 1903, voi. XXXVIII, pg. 515]. 

Sulla deformazione dei paraboloidi [Annali di Matematica, anno 1904, serie III, voi. IX, 
pg. 247]. 

SuUa deformaeione dei paraboloidi [Atti della Reale Accademia dei Lincei, anno 1905, 
serie V, voi. XIV, pg. 359|. 
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differenziale di 4.® ordine 

8 ti 8 1; ^ usen (ù du d v) \ sen ùì d udv) dudv ^ 

Determinata nel modo più generale una soluzione w di questa equazione 
se ne dedurrà immediatamente l'invariante incognito ponendo 

\ sen iù duo vi 

Qui è interessante risolvere il problema seguente : 

Determinare tutti i sifitemi coniugati (G) a invarianti uguali, dato che sia 
Vinvariante, 

Per quanto sopra abbiamo detto assegnare l'invariante 7/ ad un sistema 
coniugato (G), è quanto assegnare la soluzione w dell'equazione differen- 
ziale (8'). 

Per avere allora la funzione ? relativa all'equazione (4') del sistema con- 
iugato (G), occorre integrare il sistema completo : 

8* a 8 (o + w) 



du' 



du 



L^^* 2 du^du ^^^ isèn i^dud v)\ + 

^W { 1 8' 0) Y ' d' 0) 
iì-\-(ù \sen w 8 w 8 t'I 8 m^ 



8* n 8 (o — 0)) 



8 r' 



8 f 



-a))r n4-<^>8o , 8 , / 1 8*oi \1 

— ■ cot -- ; - ^- + >. - log 5 — ^- 

'^ [ 'i d V dv ^ \sen w 8 ti 8 vj\ 



^w f i_ _8%)_r* 

— w \Ken co 8 ti 8 tv 

sen -, ^ 



8^(0 

di' 



(9'; 



'8'n _ senfì 8 (o + ^) 8^0 --a>) _ senjì 8'a) 
dudv cos (0 — cos O 8 ti 8 r sen (^ du d v' 

4 W ' = (cos (0 — cos n) 5 — -^ >^ ^ -' ^ '-■— 

^ ' sen iùdu óv du d v 

— (cos 0) — COS fì)* - -^ ^r- 

^ \sen iùd u a v) 



89 
8ti 



1 



sen 



n — w 8 (o — co) 



8 1' 



• / 



89 1 n-h<o 8(0-1-6») \ 

— = — — sen — - — - - -L , I 



(10-) 



(11-) 
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Dopo di che si conoscerà la funzione 9 dell'equazione (4'), e integrando 
un sistema di Riggati si avranno definitivamente le funzioni a?, y^ z. 

L'integrazione introdurrà manifestamente tre costanti arbitrarie. Possiamo 
dare altresì un procedimento mediante il quale si possono dedurre, da un 
noto sistema coniugato (G) ad invarianti uguali, infiniti sistemi coniugati ((?), 
dipendenti da tre costanti arbitrarie, i quali hanno in comune col primo 
l'invariante; e sembra assai notevole che questo procedimento non richieda 
che soli calcoli algebrici e di derivazione. 

Per esporre con chiarezza questo procedimento, chiameremo superficie i\ 
ogni superficie di cui le linee di curvatura si possono far derivare mediante 
la trasformazione L da un sistema coniugato (G) a invarianti uguali; pari- 
menti chiameremo superficie 1.^ ogni superfìcie di cui le linee di curvatura 
si possono far derivare mediante la trasformazione L~* da un sistema con- 
iugato (G) a invarianti uguali. 

Ora per le superfìcie ^1 e i^ sussiste il seguente teorema: 

L'inversione per raggi vettori reciproci {trasformazione I) trasforma una 
superficie ^i in infinite nuove superficie 2i , e trasforma parimenti una super- 
ficie ^2 in infinite nuove superficie ^^ , 

Se ne deduce facilmente il procedimento in discorso, cioè : 

Da un noto sistema coniugato (G) a invarianti uguali, applicando la tra- 
sformazione LIL~^ {0 la trasformazione L^'IL), si hanno infiniti sistemi 
coniugati (G) a invarianti uguali dipendenti da tre costanti arbitrarie. Tali 
sistemi coniugati (G) avranno in cotnune col sistema coniugato iniziale Vin- 
variante. 

Risoluta coU'integrazione del sistema completo (9), (to'), (IT) la que- 
stione di determinare tutti i sistemi coniugati (G) che ammettono un asse- 
gnato invariante, riteniamo fare un passo verso la soluzione definitiva del 
problema collo stabilire una trasformazione per l'invariante, ossia una tra- 
sformazione per gl'integrali dell'equazione differenziale di 4.<» ordine (8'). 

Tale trasformazione si riassume nel seguente teorema: 

Se oi è una soluzione della (8'), il sistema delle equazioni (9'), (10') è illi- 
mitatamente integrabile; si avrà dalVintegrazione una funziane Ci con tre co- 
stanti arbitrarie che sarà una nuova soluzione délV equazione differenziale di 
4P ordine (8'). 

Completeremo infine il risultato ottenuto con un'ultima proposizione la 
quale può enunciarsi nel modo seguente : 

Se a?, ?/, z sono le coordinate d'un punto che descrive un sistema coniur 
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gaio (G) a invarianti uguali, ponendo 

- — = e T - — , - — = e r - — > - — = e f ^ — 

du cu cu cu cu cu 






9i; 



si atranno per quadrature tre funzioni $, tq, ^ che sono le coordinate di un 
punto che descrive un nuovo sistema coniugato (O) a invarianti eguali. 

Ora supposto il sistem«a iniziale (G) ottenuto partendo da una soluzione <a 
della (8') e integrando il sistema completo (9'), (10'), (IT) l'invariante di (G) 
sarà 

\ sen <a e u e v) 
e l'invariante del nuovo sistema coniugato sarà dato da 

\sen ndudv) 

Le formole (12) danno adunque per quadrature una trasformazione per 
i sistemi coniugati (G) a invarianti uguali che chiameremo trasformazione C; 
mediante la quale la funzione oj si cambia in n e l'invariante H in Hi. 

Frattanto rimane stabilito un metodo di trasformazioni per i sistemi coniu- 
gati (G) a invarianti uguali che consiste nel comporre la trasformazione LIL~^ 
(o la trasformazione L~^IL) colla trasformazione C. 

Sembra assai notevole che l'applicazione successiva ed illimitata di questo 
metodo di trasformazioni richieda soltanto successive quadrature. 



§ L Condizioni caratteristiche per i sistemi coniugati {G). 

1. Riferiamo una superficie S ad un sistema coniugato di linee, e siano 

x = x(u, v\ y = y {u, v), z = z{u, v), (1) 

le coordinate correnti di un punto d^Ua superficie. 
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Conservando le consuete notazioni, porremo 

2(r:)'=^- 2^:^:-^. 2(i^)-«. « 

Denotepemo altresì con X, Y^ Z i coseni direttori della normale, essendo 
le linee u e v coniugate sì dovrà avere : 

2)1^1^=0, 2l^l^ = o. (3) 

^ ou ov ^ ov cu ^ ^ 

Introdurremo inoltre le funzioni 

sicché le -due forme fondamentali della superficie saranno : 

Edu* + 'ÌFdudv + Gdv\ (5) 

Ddu* + I>"dv\ (6) 

Introdurremo infine per la prima di queste forme i simboli di Chri- 
i k 



STOFFEL , . 

f 

Le funzioni x, y, z, X, T, Z delle variabili u e v soddisfano al sistema 
simultaneo : 

J^_\ 1 1 {dx \ 1 l \dx,j.^ ^. 
du' ~) 1 \du^\ 2 \dv'^ ^' 1 

8' g! _ t 1 2 I a ag i 1 2 ( 8_5 / „ 

dudv~\ 1 iatt"^! 2 ^a«' [ ^' 

8'a; t 2 2 jga; i 22 (8a; , „„y ] 

.at;' ~i 1 \d^^ I 2 ^àlj + "^ ^' I 

^X_ -D ( dx dx\ 

V EG — F'\du dv) 



dX 

d 



(9) 
colle analoghe in y e », che è illimitatamente integrabile in forza delle re- 
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lazioni 



.z,-=vj«---^[/.(-V-^|V|)-A(---{v 



dD 

dv 



2>-I VJ2>", 



D- I V 1 ^' 



(10) 

ni) 

(12) 



che sono, com'è noto, necessarie e sufficienti. 

Con queste notazioni le due trasformazioni di Laplace L, L"' sono 
espresse rispettivamente dalle formolo: 



05, = a; 



X.^ X — 



1 dx 



I 1 2 j dv 

1 dx 

1 2 |0«' 

2 



(13) 



(14) 



colle analoghe in y e z. 

• 2. Per stabilire le condizioni caratteristiche per un sistema coniu- 
gato ((?), conviene derivare le (13) e (14) rispetto ad u e v, eliminando per 
mezzo delle (7) le derivate delle funzioni x, y, z d'ordine superiore al primo. 
Avremo così : 



du 

dx, 
dv 



2 ( _ I 1 2 ( \ a^ 

\ I 2 \)dv 



-1 _ l'i- 1 * * 

1 2 j \aw ^^^ I 1 



\ 



1 \ 



2 2 



+ 



1 2 \\dx 

1 \jdv 



(15) 



Digitized by 



Google 



e sulle rdative trasformazioni di Laplace. 



211 



005, 

d 



^»__J_fAw* 1 2 (_| 1 2 \\dx 
t? ~l 1 2 (\0« °^( 2 i \ l \)du' 

I 2 I 

du l l 2 |\| 2 \dv^^^ j^ 

1 2 \ 

1 ,'0 , i 1 2 I i 1 I I , l 1 2 (\aa; 
i 2 j 
Donde, ponendo : 



(16) 



^■ 






2| 



+ 



1 2 I 
2 I 



HVMV!-. 



SI ricava : 



,, aa;, 005. 1 / , 112 1 I 1 2 1 \ ,. 

I 1 \ 



^0« a«; "~ I 1 2 ('\0i;**^^| 

2 I 



2 i i 1 »j-'^- 



Escluderemo dalle nostre considerazioni il caso in cui si annulla l'espres- 
sione : 

_0_ 

du 



^^^1 1 Iti 2 !• 



perchè in tal caso la superficie generata dal punto x,,y,, e, si riduce a una 
curva ; escluderemo del pari il caso in cui si annulla l'espressione : 



, 112 
-1^^ 2 



dv 



\ 1 2 
ì 1 



Le condizioni caratteristiche per un sistema coniugato (G) sono dunque 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 28 
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date dairauriullarsi delle quantità M ed N; saranno cioè: 

Queste a causa delle identità 



2 dv 



\ 1 1 I l 1 1 ( 1 dE 

I 1 l^ + i 2 \^-Jd'u' 
si possono scrivere più semplicemente come segue : 

§ IL Semplificazione delle equazioni cakatteristiche. 

a. Volendo esprimere questo risulUito sotto forma più semplice con- 
viene introdurre come incognite principali le funzioni f e ^ definite rispet- 
tivamente dalle formole 

a9_ii2| aj;_|i2| 

dv~\ 1 I' du~\ 2 \' ^'^' 

In questo modo le (17) e (18) integrate danno: 
logsff = log|-? + <p + X(tt), 

logv£; = log||+.J/ + p(i;), 
essendo X («) funzione della sola « e u. {v) funzione della sola v. 
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D'altra parte dalle (19) la funzione <p è definita a meno di una funzione 
arbitraria della sola w, e parimenti la '>{/ è definita a meno di una funzione 
arbitraria delia sola v; ond'è che senza federe la generalità possiamo porre: 

logvG = Iog^-|4-?, 



e per conseguenza 



logv'E'=log|Ì + «f, 



ou or ^ ' 



Ciò posto ricorriamo alle identità 



1 dE_\ 1 2 li 1 2 ( 
2"at'~| 1 1 ' j 2 i' 



iaG_ii2( |i2( 

I 2 8«-) 1 r +1 2 i"- 

Queste permettono di esprimere la F per mezzo delle funzioni <p e «l* in 

due modi differenti ; invero sostituendo per le quantità ! . ! . ! » ! le 

espressioni (19) e per le funzioni E, G le espressioni (20) dopo semplifica- 
zione si ottiene : 

\dud V cu V ove nj ^ 

F=e'f (- --^ - 4- ^ ^ _^ ?ÌV (22) 

\dud V dudv dvdu) ^ ''^ 

Ne deriva tra le funzioni <p e <J/ la relazione fondamentale 

\d ìid v dudv d V d uì 

= e^f f -^' "f"- + ^ ^ — -J^ ^V 
\d ud v dudv d v d u) ' 

che in modo più compendioso potremo scrivere 

^lerfp] = f{ef-^P]- (24) 



(23) 
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§ III. I TEOREMI DI GUICHARD. 

4. Per la trattazione del problema proposto giovano due teoremi di 
GuicHARD, che nel presente paragrafo enuncieremo e dimostreremo diret- 
tamente. 

I due teoremi in discorso possono enunciarsi sotto la forma seguente : 
a) Un sistema coniugato parallelo a un sistema coniugato (G) è ancor 
esso un sistema coniugato (G). 

P) Per ogni sistema coniugato (G), esiste sempre un sistema coniugato 
ad esso parallelo che ammette gl'invarianti uguali. 

Per la dimostrazione assumiamo anzitutto un sistema coniugato (G) per 
il quale conserveremo le notazioni dei paragrafi precedenti. 

Un sistema coniugato ad esso parallelo è definito dalle equazioni : 

du du du du du du 

) (25) 

^ V d V d V d V d V d V 

in cui a e b soddisfano al sistema 

dv ^ ^ dv du ^ ^ du ^ ^ 

Sulla superficie luogo del punto $, n, ^ l'equazione di Laplace del si- 
stema coniugato assume la forma 

d'I ^b d^dl a d±H^ 
dudv a dvdu b dudv' 

e introducendo per la nuova superficie le quantità 

avremo : 

\'E' = a V' £ , vG'' = bV(}, (27) 



I 1 2 j'_ ^ I 1 2 I i 1 2 ('_ a i 1 2 I 

\ i \~ a \ i \' ( 2 <- 6 I 2 i 



(28) 
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Da queste per derivazione si ricava: 

a log VW ^ 3 log 6 a log V G" 
dv d V d V ' 

ossia per la (17) 

ai ogyg^ aiogft ^ a , 11211121 
-aV- = -aV + a^^^»l 1 i + | 1 |' 

Ancora derivando la prima delle (28) si ricava : 

AiogM^r^aiog^ i.1 (121 ajoga 
dv^ì 1 \ dv ^dv^^^\ 1 j dv 



ossia per la prima delle (26] 

^W> 1 2 r_aiog6 _0_ I 12| / Mi 12) 



a^ 



e per conseguenza 






d \ 1.2 r I 1 2 Cai^il^Aiog» 1 2 li 1 2 I. 

si ha quindi 

91ogj^__8^ jl2|' il2j' 

dv dv^^^\ 1 i^i 1 i 

Similmente si dimostra aver luogo la relazione' 

aiogvF__^, I 1 2 j' l 1 2 V 
—fu dli^''^\ 2 1+12 1' 

ed è così dimostrato il teorema I. 

Per la dimostrazione del teorema II osserviamo che in forza della (24) 
esìste una funzione <r che soddisfa al sistema simultaneo 

cu cu cu I 

\ (29) 

dv d V dv I 

Assumendo una soluzione e di questo sistema, potremo soddisfare alle (26) 
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ponendo 

a = c++% 6 = ef^\ 

L'equazione di Laplace relativa al corrispondente sistema coniugato è 
in tal caso 

du dv d V du du d v 

ed ha per la (24) gl'invarianti uguali. 



§ IV. I SISTEMI CONIUGATI (G) A INVARIANTI UGUALI. 

5. Dopo questi teoremi limiteremo le nostre considerazioni ai sistemi 
coniugati {O) che ammettono gl'invarianti uguali; le forinole relative si ot- 
terranno da quelle dei paragrafi I e II ponendo + = ? ; si avrà quindi : 

yE = efp, F=e'fJ-^-, ^G=efp, (30) 

CU ouov dv ^ ^ 

e la (24) risulta verificata identicamente. 

Le trasformazioni di Laplace saranno rappresentate analiticamente dalle 
formole 

1 dx 

Xi=X K — 5— » 

dv 



1 dx 

Xi=X ^ ^-- y 

d<f CU 

d^ I 



(31) 



colle analoghe in y e z; \si superficie luogo del punto x^ y^ z^ sarà da noi 
detta superficie 2, , e la superficie luogo del punto x^ y^ z^ sarà da noi detta 
superficie s, ; in altri termini chiameremo superficie 2i ogni superficie di cui 
le linee di curvatura si possono far derivare mediante la trasformazione L 
da un sistema coniugato {G) a invarianti uguali ; parimenti chiameremo su- 
perficie 2j ogni superficie di cui le lìnee di curvatura si possono far deri- 
vare mediante la trasformazione jL~* da un sistema coniugato (G) a inva- 
rianti uguali. 
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6. Qui è molto utile stabilire la forma che assume l'elemento lineare 
delle superfìcie 2, e 2, . 

Secondo le notazioni introdotte la prima delle (15) si può mettere sotto 
la forma 

|?|^' = (/-log|i-f^]|^. (32) 

dv du \du°dvdu)dv ^ 



Donde derivando rispetto a v 

df d' X, d*_f dxi _ / 8* , 89 ^f_\ ^ _i ^ 

bv'dudv ~^d^ du ~\dudv ^^ dv dudv}dv~^ i 

^ (33) 



+ 



[du ^ dv d uj d v' I 



Inoltre si ha dalla prima delle (31) 



1^ _ _1_ /_3_ , 3? , ^\ ^ L ^ (^A.\ 

V ~ d<f \dv ^^ dv^dvjdv d<f dv'' ^'^^ 



dxi 

d~ _ __ 

d V dv 



Dalle (32), (33), (34) eliminando la funzione x e riducendo si ottiene : 

d*x, 



dud 



i_ ^f^- 1.102 ^ì^' + 

V [du du ^ dvjdv^ 

[d V dv ^ dv dv ^ \dud v d ud v ) }du 



(35) 



che è l'equazione di Laplace delle linee di curvatura di Sj . 
D'altra parte denotando con 

Eidu' + Gidv^ 

l'elemento lineare della superficie 2, , l'equazione di Laplace delle sue linee 
di curvatura sarà: 

d^ Xi _d log \ Eidxi d log \ Gì d x, 



dud V d V d u du dv 

Ed allora si dovrà avere: 

d log V Ei _ ^9 d_. ^ i_ A 1 i^ ^ _. ^' ? \ 

d V dv d V ^ dv d v ^ \du dv du dv ) 

glogv Gì _d <f d_. 09 

d li ^ du du ^ dv* 
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Se ne deduce integrando : 

\du du ^ ov) 

dv 

essendo U funzione della sola m, V funzione della sola v. 

Ora per una conveniente scelta del parametro v, possiamo suppórre senza 
ledere la generalità V= 1, quindi scriveremo: 

VG.=-^. (36) 

dv 

Per determinare definitivamente la quantità v Ej, basterà quadrare la (32), 
avremo così : 

[dv) \dul~\du du^^^dv) \dv)' 
colle analoghe in y e z^ da cui sommando e semplificando: 

\du du ^ dv) 



e per conseguenza: 



\du du ^ dv) 



Per togliere l'incertezza del segno, sottragghiamo le (31); avremo così 

\ dx l dx 



Xi — X2 = 



d<f du d^ d V 
du dv 



colle analoghe in y e ;?, da cui quadrando, sommando ed osservando le (30) : 

-^^ ^ 3 9 \du du ^ cv) 



du 



Ora per le (30) la quantità ^ nel campo di variabilità che si considera 
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è positiva ; concludiamo perciò che l'espressione 

^ — TT- log ^ 

ou cu V 

rappresenta a meno di un fattor positivo il quadrato della distanza di due 
punti corrispondenti sulle superficie >:, e i^ . 
Essa è quindi positiva, sicché scriveremo: 

\E;=ef(|5-AiogW. (37) 

\dn du ^ d vi ^ 

Similmente per una conveniente scelta del parametro u i coefficienti del- 
l'elemento -lineare della superficie 2, avranno la forma: 



^ ^'» = Tf 



d 9 
du 



«■ = -(r:-r.>»«ll) 



7. Stabilita così la forma che assume l'elemento lineare sulle super- 
ficie 2:1 e iìj, possiamo facilmente ottenere le quantità!), D" relative alla su- 
perficie iniziale S. Poniamo a tal uopo per sempHcità : 

\ ì \ 



m = — 



1 1 «2 ( 
I i I 



1 1 i2 ( La • ^ I 1 r f 1 I I 2 I 
/ 1 \ 

sarà per la (17): . 

"""1 1 2 il"' a» » 2 ir 

111 
e la seconda delle (15) si scriverà: 

dx, dx ^ dx 1^" V /.>u\ 

r 1 i 

ilnnaJ/ di Matematica, Seiie III, Tomo XIII. !à9 
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ossia: 

dx, dx dx !>" ^r ,om 

cv di» ou \\ ^1 \ ^ ^ 

il» 

Dalla (38) ed analoghe m y ^ z quadrando e somraaudo>. si hai : 

1 1 S 
Similmente dalla (39) quadi'ando, sommando e tenendo conta eh» 

X^Jl^^ — n 

^dv'dv~ ' 

si ottiene : 

D"* 



G, + Gn^ = Em' 



1 «2 (« 
1 \ 



-^^ :=&,-. m {E m + Fn), 



Sommando colla precedente e semplificando si ottiene : 
TI 

Mi 

Quest'ultima a causa deiridentità 

si può scrivere : 

D"' _^ EG-F' , 

\inY ~ G — '" • 

i 1 \ 

Ed ora ponendo per m la sua espressione effettiva e per Gì Tespressione 
sopra stabilita (36) avremo definitivamente : 



Similmente: 

Z)'-e'f_^^-^M 1 1 !' 

~ E ) 2 < 



(40) 
(41) 
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8. Qui è interessante dimostrare che le funzioni D e D" definite 
dalla (10) e dalla (40) verificano necessariamente la (12). 
Invero la (IO) si può scrivere: 



d_ [ \EG — F' i 2 2 j \ DD" d A EG — F' » 1 2 j \ 

du\ G 11 ^ì~^E~G~-^'^^^v\ G \ 1 \] 

ossia sviluppando la derivazione al 2.® membro e lenendo conio che 
dx'EG^^' ^^ ^ ^J\ 2 2 \^d^\ 



dv 
avremo: 



= >W.r^-(jVM^). 



du[ G 11 \ì~s-E~G'-T~'^ 



\EG-l'"r\ 2 2 |a<p 1 8vG ] 
"•" G II 2 lap e at. J 



Ed ora in forza dell'identità 

d 



d 
scriveremo definitivamente : 



^ _ e, n 2 2 < ^ W •^ + * 2 2 lat^ 



a / ygg- l^-M 2 2 n_ DD' ,EG-F '\^^ ( 8 gy .^ 

Ciò posto scriviamo la (40) sotto la forma: 



■ D" 1 ( \EG — F' I 2 2 I Y 



e" he- 



Derivando rispetto ad « e tenendo presente la (42) otteniamo : 

[d vi 

2 a^p e, \ BG'—F' i 2 2 I r /)/)• _ \¥G^^W - i 2 2 I ^ j 8^1 

JdJ\'dudv' " Gli SUeg'-^W G ] i \du^^dv\ 

\dv) 
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ossia: 



Ma la parentesi del secondo membro è per la (40) identicamente .nulla, 
ne segue: 



? (i»") _ « „-. 1 • a 



8» -2«-|V' + 
cioè: 

a D" ..„ i 1 2 



l 2 2 i 
2 2)2)'' j j =0, 



du 



.-t'/ì+.jVho. 



come volevasi dimostrare. 

Similmente si dimostra che le funzioni D q D" definite dalla (10) e 
dalla (41) verificano la (11); ed allora possiamo concludere che la cojidizione 
necessaria e sufficiente per la funzione incognita y si otterrà eliminando 2) 
e 2)" fra' le (10), (40), (41). 

9. Per presentare la condizione richiesta sotto la forma definitiva con- 
viene introdurre l'invariante H dell'equazione di Laplace 

d^ X d f d X d'f dx 

d ud V d V d u du d v ' 
cioè porremo 

du V duo V ^ 

Sostituendo ai simboli di Christoffel i valori effettivi, avremo : 

Vj(..-n = ..^-^[f^//-(f-|)V-^|^^J. (45) 

EG-F'- = e'f (2 Hp l^ - w\ ■ (46) 

\ cu V J 
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Ciò posto assumendo la (10) sotto la forma (42) e sostituendo in questa 
. I la sua effettiva espressione dedotta dalla (44) e (46) dopo 
riduzione avremo : 

^ \ duov J \ due V ) 

'^dv- \du) ^ \du) [dvì dv\du) "dv ^ 

3 V du du, du\dv) du du d v du d v ' 

ossia 

j 1 1 IJ 22 UEG-Fy 

■ ■ - -^^1.2 !( 1 j — M ""' 

da cui semplificando 

Frattanto la condizione richiesta per la funzione 9 si, può mettere sotto 
la forma: 






(48) 



Possiamo quindi enunciare il risultato seguente : . 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè l'equazione di Laplace A 

b'^ X _dfdx d^dx 
oudvdvdudndv 

sia Vequazione di un sistema coniugato (G), è che la futizione 9 sia una so- 
luzione dell'equazione differenziale di -iP ordine (48). 
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Nola Una soluzione di questa equazione^ se né dedurranno le coordi- 
nate Xy tfj z del punto che descrive il sistema coniugato integraìido il sistema 
completo (7), (8), (9). 



§ V. Esame di alcuni casi particolari. 

10. In questo paragrafo esamineremo alcune soluzioni particolari del- 
l'equazione di 4.** ordine (48). 

A tale scopo osserviamo the questa equazione i^isulta identicamente sod- 
disfatta se si pone simultaneameate 



1 ( 1 l') 1 \^'^l ^ 



(49) 

OUd V 

Noi dimostreremo che quéste due equazioni ammettono effettivamente 
soluzioni comuni, che daranno manifestamente soluzioni particolari del no- 
stro problema. 

Per la dimostrazione di quanto abbiamo asserita scriveremo la prima 
delle (49), in forza della (44) e della (45), sotto la forma 

9> _ (d ?y '___d^ ajog H^ d^y _ Id fV _ dj ^ log H ^ .^ 

du'^ \du) Oli, cu d v^ \d v] dv dv 

V 

ed associeremo a questa l'equazione ' * 

li V d u d V 

Pensando queste due equazioni come un sistema simultaneo nella fun- 
zione incognita 9 in cui H sia una soluzione qualunque dell'equazione di 
2.® ordine 

si trova con un calcolo facile che esso è illimitatamente integrabile. 
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Concludiamo quindi che le (49) ammettono infinite soluzioni comuni di- 
pendenti da due funzioni arbitrarie ; per determinarle basterà assumere nel 
modo più generale una soluzione della (52) e integrare il sistema simul- 
taneo (50)^ (51). 

11. Similmente possiamo soddisfare alla (48) ponendo 

_l_ ( 1 1 ) 1 _ j 2 2 

otidv 

Invero si dimostra come precedentemente che queste equazioni ammet- 
tono intintte soluzioni coiiitttni, le quali si ottengono assumendo nel modo 
più generale una soluzione dell'equazione 

dudv ^ ^ 

e integrando il sistema 

dir \dv) du du dv'^yùvì^dv dv 

dudv dudv 

La determinazione di queste soluzioni particolari dipende adunque dal- 
l'integrazione delle due equazioni (52), (53). Queste col porre H=e^ assu- 
mono rispettivamente la forma: 

= 2 senh 0, 



dudv 



^ =2cosh0. 



dudv 



Risulta dalle ricerche da me esposte nella Memoria sopra citata che 
queste equazioni sono queSe da cui dipende la ricerca delle a^sintotiche 
virtuali di un paraboloide qualunque a punti iperbolici. 

La teoria di queste equazioni e delle questioni geometriche che vi si 
connettono, ha ormai raggiunto dopo le Menwrie del Bianchi il massimo 
grado di sviluppo; per questa ragione abbandoneremo l'esame di questi casi 
particolari e ritorneremo al problema sotto la forma più generale. 
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§ VI. CONpiZIQNI CARATTERISTICHE PER l'jNVARIANTE. 

12. Ora vogliamo stabilire le condizioni a cui deve soddisfare una fun- 
zione H affinchè si possa assumere come invariante per un sistema coniu- 
gato (G). . 

Per condurre con semplicità i calcoli relativi introdurremo due funzioni 
ausiliarie X e ^f. definite rispettivamente dalle forinole : 

sen \ = -- * sen a = -— . (o4) 

In forza delle (40) e (41) possiamo porre senza ledere la generalità: 



cos 



^ = — z — ^ — J 4 r cos [X = — - — ^. 1 6> I • (^'^) 



Con questa notazione la (48) si può scrivere : 

cos(X-,i) = /r-/^^^— . (56) 

Dalle (54) inoltre per derivazione tenendo presenti le (54) stesse e 
le (55), (II), (12), si ha: 



8X e?\ G 

du \EG — F' / 

a (A ef\Y' 

~- = — ■ — : sen X, 

dv \ EG — F'' 

Donde moltiplicando ed osservando la (46) : 

Ci ^ Q 0^ Q sen X sen \l 
d_\d\f' cuov ^ 

dudl)~ ^rjdjlj_fjt 
dudv 

Questa relazione si può scrivere altresì : 

H _&_ sen X serij*. 

^9 ^ yy 8 X 8 p. 

dudv duWv 



(57) 



(58) 
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e finalmente sostituendo al primo membro per //la sua espressione efifetti va 
e rammentando le (33), atteniamo dopo riduzione : 



F sen A sen p'- « 

OH d t^ 

13. Ora derivando le (57) avremo: 

d'k ef\'G r ap. fdìog\(y 122)\1 

che in forza dell'identità 

8 log \ G _ 1 2 2 ( __ ( 2 2 I F 

potremo scrivere : 






X ef\G r 8 17. , l 2 2 ) F 



ossìa per le (55) e (57) : 

o o- = COt \t' K- — = COt A ^— ^^ . 

cudv ^ dxidv \ E G du d v 

ed infine per la (59) : . * 

- — -— = cot A + cot y-ìTT-K^ 77 COS \ sen m. . 

8tia<;\ ^ ) duo V II ^ 

Similmente si ricava: 





(59) 



(60) 



— k— == cot u + cot A 7T— tH" ■— -77 sen X cos ti. (bì) 

ud V \ ^ jouóvH ^ ^ ' 

Da queste sottraendo si deduce: 
Questa e la (56) ponendo A — p. = co si potranno scrivere: ^ 

e' io 1 ' \ 

Ti — K- = -jj seno), J 

óudv H ^ I 

,^, „aMogi/ i ^^'^^ 

« cos co = 1P —- H -t — I — 1 

no V ! 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 30 
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14. Frattanto si vede 6he affinchè una funzione H si possa assumere 
come invariante per un sistema coniugato (G) è necessario che le (63) nella 
funzione incognita o debbono ammettere una soluzione comune. 

Eliminando fra esse l'invariante H {*) avremo per la funzione oì l'equa- 
zione differenziale alle derivate parziali di 4» ordine : 

5 r— log 5 5- + 3 5- = COt CO ^ rr- • (64) 

ouóv ^ \ sen ìm duo v) \ sen (a due vi duo v ^ 

Viceversa dimostreremo in seguito il seguente teorema, che chiameremo teo- 
rema fondamentale: 

Se &i è %ina soluzione delV equazione di 4* ordine (64), esistono oc' sistemi 
coniugati (G) a invarianti uguali per cui V invariante è dato dalla formola: 



\ sento oucvj 



15. Qui è opportuno stabilire un sistema di formole molto utili perii 
seguito della presente memoria. 

Derivando rispetto ad u la prima della (57) e tenendo presenti le (57) 
stesse, si ha: 

c'\ ^ di dii , axraiogv^ |i iM .n^, 

ow ^ du ou du[ du |1|J 

D'altra parte ricordiamo l'identità: 

\ì l(_aiogN^_|l IjF 
( I ( du~ 12 ì^" 

Questa per la seconda delle (55) si può scrivere: 

Itti aiog\ E ef\G F 

I M du \ EO — F' ^\ EG 



ed ancora per la prima delle (57) e per la (59): 

^ d X /aen X sen m. , \ 

COt [J. ^— ^. ^ ^ — 1 • 

' du\ rjd ^d ' ) 



\\ 1 1 _ 81log_\_f^ 

( 1 (~ du 

d u d V 






(*) Qui esclurliarao dalle nostre considerazioni i casi in cui si abbia w=0 oppure » = n, 
che forniscono le soluzioni particolari osservate al § V. 
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Ed ora sostituendo nella (65) avremo: 

d X f d log V G _ dìog\ E _ sen X cos [a\ 

du\dU d U rr^f' ) 



8'X_ 8X 8(X + a) , d'k( dìog\G dìog\E senXcos[A\ 

g^.-cotr..^^ gt, +gl7Ì ai* 8t* ^a{/- j' (66) 

dv 



ìnììno osserviamo che per le (54), (55), (57) possiamo scrivere: 

sen X cos a 1 EG — F'\i 1 



d V 



ossia per la (45) : 



sen X cos ^k a, d (f d ^ d log// 

rjdiJ^ du ^du du du 

V 

Sostituendo in (66) e semplificando coli' osservare le (30) avremo: 

il 

du^ du du du du d^ ' 

dv 

E questa per le (54) e (57) scriveremo definitivamente: 

a'x , axa(x-r|y.) axaiog//, // /)/)" ,,.7, 

?u^ ' du du du du ' senly^ eG — F 

Similmente si ricava: 

^'t^'- nnt^ 3- a(X + M 8fx8l0g// // /)/)-- ^ 

a«;^"^^ at; ai; at; a«; ^senv-v^G^rp* ^^ 

16. Inoltre si ha dalle (54) : 

D D" = e^f sen X sen j/., 

ossia per le (57) : 

I)D" 1 d'kdfi 



EG — F' xEGSudv 
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Donde moltiplicando membro a membro e tenendo presente le (30) 

D' D' , dudv 
^-7, — ^Tj^-- = sen \ sen p. — ^ — ^ y 

dudv 
e per la (58) : 

__^ .il = -77 sen \ sea '^ ;^— ^-^ rrT sen^ X sen"" m. . 

EG — F'' li ' dud V H' ^ 



m 



Da questa infine ponendo: 



I)D" 



(70) 
\EG — F' . 

derivando e sostituendo per le derivate seconde di X e [/. le espressioni (60), 
(61), (67), (68) dopo semplificazione si ottiene: 

^ — = sen u. V" + (cot X + cot p.) -^ — W-K cot ;/ -^ Ti ^^^— W , j 

d u ^ d V ^ du * du ou i 

; (71) 

-^— = sen X -:r f- (cot X -f cot •») -5-^ W -f cot X -^ — W —^ — Tv . 1 

dv du ^ ' dv dv dv 

17. Stabilite così queste formole fondamentali,, introdurremo la fun- 
zione O definita dalla relazione : 



Sarà allora: 



(} = X + (/.. 
X = i^(i} + o.), p. = -i-(o-^co). 



in) 



e sostituendo nella (60), (()7), (08) per \ e y. (jiieste espressioni e tenendo 
presenti le (63) otteniamo il sistema seguente: 

g' Sì _ d {n -f- (o) I 



[ 2 e* « <7 it " \sen w e) m e? r/ J 

sen — ^ ■ ^ 

gMì^ a(a — co) r a + oiat> ^ , / i a^ co \ i 

a u'^ ~ 9 *; 1 2 d V d V ^ \seu co i? te 9 1' j J 

2 TT^ / 1 g^oiV^ 8^(0 
^ ^ o — <" Isen o^dudvj d v' ' 



(73) 



sen 



2 



c'iì 



seno a(o + c.>)a(n— oj) seno d^oì 



dudv cos co — cos il d u 



dv 



seri (li dudv 
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Similmente sostituendo nella (69) per X e ja le espressioni (72) e per H 
l'espressione (63). avremo: 



4 W = (COS W — COS i>) t: ^—. ^ 7^ ' — 

^ ' sen (ùo uà V ou cv 

— (COS OJ — COS ily ;:, — ^- • 

^ . ^ \sena> e uo v) 

Infine analogamente operando sulle (71), avremo: 

^^cW — 0)9(0 — co) , 2U"senn 3(0 + co) , 

2 -- = sen —r. ^-^ ' -f- — ^-^ ^ + 

67 W 2 9 I? COS fo — COS O CU 

+ Wcot —^ ^ 5 + 2 W X - log Q— Q - 

2 du du ^{seiKùdiidvj 

a,dW + 6)3(0 + 0)), 2M^senO a(a— o)), 

2-^ — = sen — ^ ^-^- — ^H t^-^ + 

dv 2 du COS 0) — COS o 3 v 

t:/ 1? ^ \sen tùó uo V) 



(74) 



(75) 



+Wcot 



O + 0)3(O + w) 
""2 dT~ 



Queste sono le formole che volevamo stabilire. 

Intorno al sistema (73), (74) si possono verificare le seguenti proprietà ; 

1.^ Dalle (73) e (74) seguono le (75). 

2.® Il sistema (73), (74) è illimitatamente integrabile in forza della (64). 



§ VII. RAPPTÌESENTA7IONK SFERICA DI GaUSS. 

18. I teoremi dimostrati al § 111 lasciano prevedere che i sistemi con- 
iugali (G) si possono definire mediante proprietà caratteristiche della loro 
rappresentazione sferica. 

Noi pertanto procederemo alla ricerca di queste proprietà. 

Denotando con: 

ds'^ =ed ti' + 2 f.du d v + g d v\ (70) 

r elemento lineare sferico, si ha da formole note : 

— J^J^' ^ f__ FDir _ ED"' 

^~EG--F'^ '~ EG—F^' ^~E~G~-F^' 
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Quindi osservando le (ói) e (57) avremo: 

Inoltre essendo: 

F=vE~G--e'fH, 
potremo scrivere: 

e per la (46) e (57 1 



. e'fH—vKCr ,^ 



A = — 77- >ì ^ — 5 sen \ sen fA. 

du dv 



Infine per la (58) : 



cu V H 



Dopo i risultati conseguiti nel paragrafo precedente potremo esprimere 
le quantità e, /", g per mezzo delle funzioni a> e il; sicché scriveremo: 

^ ip(n4-(.)r 

1 ^(o_f_oi) a(iì — oj) 1 a%j iì-t-(o i}--M 1 

4 OH dv sen (»}Ctidv 2 2 

Ne deriva facilmente per la (74) : 

eg-r=W\ 

19. In ciò che segue ci proponiamo di stabilire le i)roprietà relative 

alla forma (7G) in cui le quantità e, /, g sono definite dalle (77). A tale scopo 

\ i k \' 
sarà utile calcolare i simboli j relativi alla (76). 

Frattanto ricorriamo alle identità : 



dxe__\ 1 2 ,' - i 1 2 ex ] 

Tv -\ 1 1^^"+ I 2 i ve ' / 

gy g _t 1 2 e z' 1 1 2 e i 

a« -f 1 i \^y^i 2 r »• J 



(78) 
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Inoltre dalle (77) abbiamo: 



1 g (iì 4- o>) , . . ^ 

z \ e = ^ -^. ' (e = ± 1) 



(79) 



''<"-^). (.--i» ^ 



Da queste derivando ed eliminando per mezzo delle (73) le derivale di 
2.» ordine della n, otteniamo: 

d \e _ sen o d (n_+_&*) 3 (^^ — «'^) , sen ca — scn o &- w 

3 1? "2 (cos oi — cos il) 3 M 2 v 2 sen w dndv' 

, d\^ sen o 3 (il + o>) 3 (o — oj) sen co + scn o 8* w 

^ ti 2 (cos <u — cos iì) du dv i2 sen w cudv 

Portando queste espressioni e le (77) nelle (78) queste forniscono per 

\ I 2 (' i 1 2 r 
le quantità incognite j ' a M® espressioni seguenti : 



ossia : 



\ 1 2 I' 1 , n — (0 a (n — oi) 
1 1 |=-2^^'-2--^87--' ( 

» 1 2 ('_J^ .OJ^a,a(0+_a>). \ 

I 2 |~ 2 ^^ 2 ~ du ' / 

I V| = Me"cot^^. ] 
In secondo luogo ricorriamo alle identità: 

^log w _\ 1 1 e 1 1 2 e 

du ~\ 1 ri 2 i' 



(80) 



(81) 



^logW I 2 2 r I 1 2 I' 
a^ '^1 2 1^1 1 \' 



(81') 



/ 



Sostituendo in queste per le derivate della W le espressioni (75) e per 
1 simboli I 4 I» I a '^ (^)» avremo: 
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\ 1 I r 1 o — (o d (o — o>) , , n ~ Cri diì , \ 

) 1 ( 2 VI "z e V "ì u 



«; tt '^ \sen (« d ti o v) 



|2 2('_ 1 n-j-wa(n + (.>) o + wco 



(S5) 



2 IV 2 cM ^ 2 dv 

dv ^ \ sen <« d 



•^ 'sen i»d u'ò r) 



Infine ricordando le identità: 
8 ~ 



1Ì_|2 2('X , |2 2(' - 
at; -| 1 \\g^ \ 2 i'^' 



a' 

e tenendo presenti le (77), (82), (74) otteniamo dopo riduzione: 

I 1 1 |'_ - 1 fl — (0 \ 

I 2 |.~^^ ^" W®^"~"1 
I 2 2 (' , - 1 n + (0 

) 1 r''^w"-f- 



(83) 



20. Ciò posto se fra le (79) e (81) eliminiamo le funzioni fi, « avremo 
le condizioni richieste, cioè: 



\ 12 l'glogvff^ 8 i 1 2 ('^ I 



12f \ 

Mi »v ~dv\ì\^ii\'^^'l 

~ / (84) 

\ 1 2 r aiogve 8 1 1 2 1' , M 2 r' , ^ i 



I 2 i 8«. . atti 2 I "^ ) 2 I 



Similmente eliminando fra le (83) e (79) le funzioni o, u tenendo pre- 
senti le (81), avremo altresì: 

\ 1 1 r aiogve _ a 1 1 1 I' i 1 1 n 2 2 ,' ') 

I 2 I dv 'óv\ 2 1^1 .2 I i 2 \' ^ 

i 2 2 l' aiogv ^ a I 2 2 (' i 2 2 (' i 1 1 (' \ 

I 1 I a« du\ \ \^\ V w \ \ ] 

Qui è interessante osservare che dalla coesistenza delle (84) e (85) segue 
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che la forma (76) ha la curvatura = + 1, e viceversa dall'ipotesi che la 
forma (76) ha la curvatura = + 1 e dalle (85) seguono le (84). 

Possiamo quindi enunciare il risultato seguente : 

iSe w è una soluzione dell'equazione differenziale (64), e Ci è una soluzione 
del sistetna completo (73), (74), ponendo: 






1 9(0 + 6)) 8(0 — co) 0+6) 0—6) 1 8' 6) 

'^"4 du dv ^®" 2 ^^^ '2~ sentù dudv 



la forma differenziale 

avrà la curvatura =+1, e i suoi coefficienti soddisfaranno alle condizioni (85) 



ds' =^edu^ + efdudv + gdv^ (86) 



§ Vili. Dimostrazione del teorema fondamentale. 

21. È qui il momento di dimostrare il teorema fondamentale, per il 
che mostreremo anzitutto che un sistema coniugato la cui rappresentazione 
sferica soddisfa le (85) è necessariamente un sistema coniugato (6). 

Invero un sistema coniugato si può ritenere definito a meno di movi- 
menti dalla sua rappresentazione sferica e da due funzioni D e D" che veri- 
ficano le relazioni : 



dv I 1 r 2 '-"' 



du 
Si avrà allora : 



1 2 

2 



D'-l^^^lD. 



(87) 



efir — r eg — f eg — r ^ 



1 2 \__^\ 111' 112 \__D^\ 2 2 e 

\ \~ i)i 2 i' I 2 ì"~ D"\ \ \' 

Annali M Maitmatica, Serie III, Tomo XIII. 31 



(89) 
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Da queste per derivazione tenendo presenti le (87) si ricava: 
a , I 1 2 (, I 1 2 I dlogD" , a , I 1 1 j' i 1 2 I' 

aiogv g"_81ogZ)' a log v^ e" i 2 2 (_\ 1 2 f 

ai; ~ 'di ^ dv ) 2 I j 1 i' 

e per la prima delle (85) : 

aiog\ G" a , l 1 2 j , l 1 2 I 

similmente si ricava : 

aiog\ E a, M2|112| 

ed è così dimostralo quanto sopra abbiamo asserito. 

Adunque da una soluzione w dell'equazione (64) integrando il sistema 
completo (73) (74), si deduce la forma (86) che si può assumere come rap- 
presentazione sferica per infiniti sistemi coniugati (O), dipendentemente dalle 
soluzioni del sistema (87). 

22. Ora possiamo soddisfare a questo sistema ponendo in particolare : 

d\ogD_ 1 n-(o a(n-<o) 1 a -ed (Ci - <^) 
du -2*^"^ 2 ' du 2W 2 a« ' 

a log J) _ 1 , n — M a(n — fri) 1 n-j-wajn-j-w) 

dv —-<i^^^ a " dv 2VF*'®" 2 "du '"' 



iì — w 
sen- 



2 
Sarà allora per le (89) e (83) 



\ 1 2 I _ _ J_ cì + <^ d{n + o>) 
\ i \~ av^''^" 2 du 



(90) 
Da queste, tenendo presenti le (73), (74), (75) si trovano con calcoli facili le 



I 1 2 ( _ _ ì_ iì—iù a (n — <o) 
I 2 i~ ^W^^^ 2 dv 
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relazioni: 



J_l 1 2 1 J^l 1 2 j 
du\ 1 \~ dv\ 2 l' 

l 1 2 H 1 ^ 



-SVIl 



2 






1 2 I 
1 I 



^f 1 a'a> V 
\sen <>> dudv) 



Così il teorema fondamentale è pienamente dimostrato. 



§ IX. Le superficie 2,, 2,. 

23. Abbiamo visto nel paragrafo IV che l'elemento lineare di una su- 
perficie 2i è dato dalle formole: 



\du cu "dvj 



V Cri = •^— 
3 V 



(91) 



Abbiamo visto altresì (32) che le derivate parziali delle funzioni a;, , t/i , z^ 
rispetto alla variabile u sono legate alle derivate parziali delle funzioni a?, y, z 
dalle relazioni: 



d y 8a?i /^ , 89 8jp\ 3^ 

dvdu \du ^ dv du) d v ' 



ossia: 



1 



d Xi 



± dx^ 



Sostituendo nelle (31) avremo : 

X = Xi — 



1 



dxi 

aiogv GT Su 
du 



(92) 



che è la rappresentazione analitica della trasformazione L~^ applicata alle 
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linee di curvatura di 2,, e che trasforma queste nel. sistema coniugato ini- 
ziale (G). 

Introducendo inoltre le quantità Z),, D\ relative ad una superficie 2i e 
le quantità Xj, Y3, Z, che danno i coseni direttori della normale avremo per 
le funzioni x^ y^, ^lyX^, Y,, Zs il sistema completo seguente: 

d'xi _ 1_ d^E^ dXi _ 1_ djE^ 9^ , 7) T 
du' ~'1E, du du 2G, dv dv'^ '^'' 



d^x, 8 log V E, dx^ dìogVG, dx. 



d udv d V du du dv 
d'x, _ 1 dG.dx. 1 dG, dx, 



(93) 



dv^ 'ÌE, du du ' ^G, dv dv 

dX, ^ A dx \ 

du E, du ( 

dX, _ D\ dx \ 

dv G, dv' ) 



(94) 



24. Se deriviamo la (92) rispetto ad « ed eliminiamo per la prima 
delle (93) la derivata seconda della funzione a;,, avremo: 

£jg-ri_^ 1 p'IogygT 8 log V i: 8 log \ g:\ ia a;. '■ 

^« I /'81ogvG,y l 8tt' 3m 8tt )\du^ \ 

^"^^^ ( (95) 

1 1 8^;. 8a;. A 

81ogNG.2G. 8r dv 81ogvg; " 

8 « 8 » 

Ciò posto dalle (91) derivando e tenendo presenti le (91) stesse otte- 
niamo : 

e se inoltrò fra questa e le (91) eliminiamo la 9, troviamo per le funzioni 
\ E, , v G, la relazione : 

a^iog \ji, _ aiogv^, aiogygt vX^ ^ g^. 

dudv dv 2w visi ' 
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Àncora dalla (96) per derivazione ricaviamo: 

du (dìoevG^Vl du^ du du \' (98) 



^^9 ^ VE, p' log V g| a log VE, aiog V Gl i 

^ " "" [ 8 log V Gi vi 9^' ^w ^w J 



Ed ora ricorrendo alla (95) e alle analoghe in y e z, quadrando sommando 
e tenendo presente che: 



otteniamo infine: 



g 8Mogvg; ^ d\og\E, dìogvO[ / glog\g; \' 
du* du du \ du j 

WG, dv } ^\vEj 



Possiamo quindi enunciare il risultato seguente: 

Le linee di curvatura di una superficie £| soddisfano alle condizioni 
(97), (99). 

25. Viceversa è importante dimostrare che ogni superficie le cui linee 
di curvatura soddisfano alle condizioni (97), (99) è necessariamente una su- 
perficie ^, ; cioè le sue linee di curvatura si possono far derivare mediante 
la trasformazione L da un sistema coniugato (G) a invarianti uguali. 

Infatti supponiamo che le linee di curvatura di una superficie soddisfac- 
ciano alle condizioni (97), (99) ; e definiamo una funzione <p mediante la for- 
mola (96). 

Dalla coesistenza della (96) e (97), avremo : 

dv 
e per conseguenza : 

,È. = ef(p-flogp], 

\du du ^dv) 

e la (99) si potrà scrivere sotto la forma: 

.-..,-..-ni;|i^-(^i#)V(-i)=o. (.«,, 
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Ciò posto scriviamo la trasformazione L~' nel modo seguente: 

ef d Xi 



e deriviamo avendo cura di eliminare colle (93) le derivate di 2.* ordine di a?i; 
avremo tenuto conto della (96) : 



dx 

d 



M l sE'.dtijdu^G, dv dv ^ vE, 



dx__ e^ d (f d Xi 

dv s^'eI dv du' 

colle analoghe in y e z. 

Da queste quadrando e sommando e tenendo conto della (100) segue 
facilmente : 



^(li)'=-(W 



Infine se fra le equazioni 

2 «* ~ l V J5i a w V ¥i 3 ^ / 2 ^ \E\ du"' 

d X eV d ff dxi 

dv~ \Etdl)óu' 

eliminiamo la funzione a?,, otteniamo la nuova equazione di Laplace 

d^ X ^?^_i ^? ^ 

dudv~~dvdu du dv 

Concludiamo quindi che il sistema derivato dalle linee di curvatura di 
una superfìcie soddisfacente alle condizioni (97,) (99) è un sistema coniugato 
ad invarianti uguali; per esso si ha altresì : 

d ti dv 



\ 1 2 (_a^ l 1 2 1 
( 1 \~dv' \ 2 I 



89 
' d u 
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e per conseguenza: 



aiogvG , d .„„M2( \ 121 
^ dv^""^] 1 i + i 1 \ 



dìogvE d ^ j 1 2 

a» ~"a« *' 2 



+ 



M2( 

I 2 i 



Le condizioni (97) e (99) sono adunque caratteristiche per le linee di 
curvatura di una superficie ^i. 

Con un procedimento analogo si vede che una superfìcie 2, è perfetta- 
mente caratterizzata dalle condizioni: 

a'iogvX aiogy/E;; aiogv g;; vg^^q 

dudv dv du vJSg ' 

^aMogy^^gSlogj^ aiogyg; l d\o^\X V 

^ dv^ dv dv \ dv ) 

§ X. Le trasformazioni delle superficie 2,, 2g. 

26. Intorno alle superfìcie y.^ e 2, sussistono alcune trasformazioni che 
si fondano sul seguente teorema : 

V inversione per raggi vettori reciproci (trasformazione I) trasforìna una 
superficie 2» in infinite nuove superficie l\, e trasfonna parimenti una super- 
ficie 2j in infinite nuove superficie i\. 

Consideriamo anzitutto una superficie 2,; secondo i risultati da me sta- 
biliti in una precedente Memoria (*), ponendo: | 



f = {x,-ay + {y,-by + {z,~cy ' (101) 



^ 



(*) Sulle superficie a linee di curvatura isoterme. [Rendiconti del Circolo Matematico di '] 

Palermo, t. XVII, p. 275]. I 
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avremo per la superficie trasformata: 

? P 



\'^V' \ E, 



(102) 



-^--^ + v«,..S2X.,..-a). I 

La funzione p definita dalla (101) soddisfa al sistema simultaneo : 

a'p 1 ^E,df 1 9^1 9p . c^i. , n Tc^v /^ /.\ 
d V» 2E, du du 2Gi 3 v 3i; ^ ^ ^' 

a'p ^ d\ogv¥, df dlogVO , gp 

Dalle (102) derivando otteniamo: 

dìogvW^d\ogyG^_ì_ di 
du du p du 

dìogvW ^ dioevol 1 ap. 

dv dv f d V 

dìogvW ^ d\ogvE~ 1 dj 

du du f du 

81ogv^ ^ alogv^gj 1 di 
dv dv p dv 

Da queste derivando ancora e tenendo presente le (103), avremo ; 

d'ìogvW ^ d'logvG'i i d? d? 
dudv dudv f du dv 

1 ( d\og\'E, d? 1 dlogsG. dA ^ 

P \ dv du'^ du dvj' 

D'altra parte: 

a log \/w a log vW ^ d log \/^ a log /g; i ap_ a_p_ 

dv du dv du "^ p* du dv 



(103) 



) 



(104) 



_ j_ / aiog\^. a? ■ aiog\/gi aj\ 
P V a^i^ a^ a^i dv) 
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Quindi sottraendo: 

d' log V gF d log V W d log vW ^ d' log y/gj 8 log \JE 8 log y/g^ 
dudv gr 8w dud^ dv dti 



Ma si ha inoltre: 



>/£?{•> )/E, 



VG\'' vGi 
e sommando colla precedente e tenendo presente la (97) si ricava adunque : 



d ' log V g;'> d log \ E[> g log V0\'' \E^ ^ Q 
dndv dv gw vGp 



(105) 



27. Ciò posto conviene esaminare la quantità ^^X^ {x, — a), che scri- 
viamo per disteso ; cioè : 



22X.(a5,— a) = 



\ E, G, 



\{x,-a) ^{yr-b) 2(0, -e) 

dxj, dy^ dfi 

du du 



dv 






du 

drZ, 
dv 



Quadrando e tenendo presente la (101), avremo : 



[22X,(..-a)]=^ 



A 9? 



dv 



E, 




dv 


Gì 



ossia : 



. [2.x.(.-«,]'=*,-i(|i)-i-(|i)-. 

Ora quadrando le (102) e tenendo presente quest'ultima ricaviamo : 



p p 

AnnoUi di MatemcUica, Serie III, Tomo XIII. 
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Infine derivando le (104) ed eliminando colle (103) le derivate seconde 
di p, dopo riduzione otteniamo: 

^ a* log \/ gr g a log \/"g^ g log \/^ I f g log \/ gr y / i d_£EX_ 
gw' a« aw "^i a« )'^\{g, a* j 

-2p2,2A.(a.. a) p +p,^g^j p.^^^g^)- 

Sommando colla precedente ed osservando la (99) si ricava : 

g yiogy/Gl'^ g 8logx/gF glog\/gr , { dlogs!Gr \ , j 

dn^ du du "^l du J^ / 

> (106) 

Adunque le linee di curvatura della superficie trasformata soddisfano 
ancora le (105) e (106); possiamo quindi concludere che la superficie trasfor- 
mata è ancor essa una superficie Sj. 

In modo analogo si dimostra die l'inversione per raggi reciproci tras- 
forma una superficie 2, in infinite nuove superficie Xg. 

È utile osservare che in forza delle (91) l'invariante ^j=ri della superfi- 
cie Sj rispetto all'inversione, coincide con l'invariante S dell'equazione di 
Laplace relativa al sistema coniugato iniziale (G) ; similmente l'invariante 

^7=^ della superficie s^ coincide con l'invariante fl". 



§ XI. Determinazione dei sistemi coniugati (G) a invarfanti uguali, 

ASSEGNATONE l' INVARIANTE. 

28. Per quanto abbiamo visto precedentemente, assegnare l' invariante 
di un sistema coniugato {G) equivale ad assegnare una soluzione dell'equa- 
zione di 4.** ordine (64). 
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Sappiamo inoltre dal § Vili che data una soluzione w dell'equazione (64) 
si hanno oc' sistemi coniugati ((?) a invarianti uguali, che ammettono per 
invariante la funzione 

\sen <ù du dv) 

Per determinarli effettivamente occorre integrare il sistema completo (73), 
(74) ; indi sì porrà : 

9<p_ ì n — 6) g (n — to) 

dv~ 2W^^ 2 aw 

Nota in questo modo la funzione 9, si avranno dalle (30) le funzioni E^ 
F, G, e daUe (40), (41), (47) le funzioni i), D\ 

Determinate così le quantità £, F, tr, 2), Z)" si determineranno le fun- 
zioni jr, y, z integrando il sistema completo (7), (8), (9). 

29. Però dopo i risultati ottenuti al paragrafo precedente possiamo 
stabilire un metodo mediante il quale si possono dedurre con soli calcoli al- 
gèbrici e di derivazione da un noto sistema coniugato (ff) a invarianti uguali 00' 
sistemi coniugati (G) a invarianti uguali aventi in comune col primo l'in- 
variante. 

Invero da quanto è dimostrato nel sudetto paragrafo discende facilmente 
la proposizione : 

Da un noto sistema coniugato (G) a invarianti uguali^ applicando la tra- 
sformazione L 1 Ir^ (0 la trasformazione L~* IL) si hanno infiniti sistemi coniu- 
gati (G) a invarianti uguali dipendenti da tre costanti arbitrarie. Tali sistemi 
coniugati (G) avranno in comune col sistema coniugato iniziale V invariante. 



§ XII. Le trasformazioni degl'invarianti dell'equazione (64). 

30. Abbiamo risoluta nel paragrafo precedente la questione di deter- 
minare i sistemi coniugati {G) a invarianti uguali assegnatone l'invariante; 
ora vogliamo stabilire una trasformazione per l'invariante, ossia una trasfor- 
mazione per gl'integrali dell'equazione (64). 
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Tale trasformazione si riassume nel seguente teorema: 
Se (ù è una soluzione della (64) il sistema di equazioni (73), (74) è illimir 
latamente integrabile; si avrà dalV integrazioìie una funziofte O con tre costanti 
arbitrarie che sarà una nuova soluzione dell'equazione differenziale di i/ or- 
dine (64). 

Per la dimostrazione scriviamo la terza delle (73) sotto la forma : 

1 d'iì i g(fì + a))8(n — <«)) 1 d'<^ ^Qy. 



sen n dudv cos o) — cos n du dv sen <ù dudv 

Tenendo presente quest'ultima si ricava facilmente che la (74) si può 
anche scrivere come segue : 

, TT72 / ^ X 1 a' ft a (ft + w) g ((0 — n) 

(108) 



(cos n — costó)' I 5 — T— I 



Ora dalla (107) per derivazione tenendo conto delle (73), (74), (107) dopo 
riduzione si ottiene : 

, 1 n — tó 3 (n — w) 

Inoltre da questa derivando rispetto ave tenendo sempre conto delle 
(73), (74), (107) si ha : 

_ 10.T f_l_ J1SL\ = cot n ^'" / 1 a'M r' 

V ^\seniìdudvj ^^ ' dtid v [senta dudv } 



dnd 



1 n + w n— tó 3(n + w) g(n — ») 
— ;r sen — 7;i — sen '^ — — - — - 



tW 2 2 gw gì; 

ossia per la (74) : 



d 



Jl__ , ( 1 g' ti \ ^ . g-n _ 
H g « "^\scn Q a «g t) j ~ ^° g tt g i; 



— rtwC^'osco— cosn)'; 



4TP^""''"' """"^ seno) g«gt; 
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Infine facendo uso della (107) scriveremo: 

^-^^log -^ — r— =coin-^--- hr-TT72- (COSO)— cosn)' ~ -^ 

dudv ^ \sen a dudv ) d^di> ^ W^ ^ sen n a n ^ i; 

1 , . a(Q + (o) a(n — co) 
-TT^s (COS 0) — cos 0) -^—-^ — - '^-^~ » 



4PF'^ '^ 8tf a«; 

e per la (108) : 

3a3t? ^^[seniì dudv) ^^ dudv [sen^dudvj 
ed è così stabilita la proposizione. 



§ XIII. Le trasformazioni dei sistemi coniugati {0) 
A invarianti uguali, 

31. Completeremo i risultati ottenuti nel paragrafo precedente dimo- 
strando il seguente teorema: 

Se Xy y, z sono le coordinate d'un punto che descrive un sistema coniu- 
gato (G) a invarianti uguali, ponendo : 

dii du du du du dii I 

dv dv dv dv dv dv I 

si avranno per quadrature tre funzioni $, v), ^ che sono le coordinate di un 
nuovo punto che descrive un nuovo sistema coniugato {G) a invarianti uguali. 
Infatti si verifica facilmente che le (109) sono coesistenti; inoltre sulla 
superficie luogo del punto ^, y), Oe linee u v sono coniugate, e si ha : 



«■=-■'(11)'' "■— ìB)" 

j 1 12 j'_ _a_9 I 1 2 ('__89 
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e per conseguenza: 



dv do^ì 1 ri 1 I 



l 1 2 f 

32. Ora supposto il sistema iniziale {G) ottenuto col procedimento in- 
dicato al § XI, denotando con H, l'invariante del nuovo sistema coniugato, 
sarà : 

' dtido ' 
e sostituendo per fl" e <p le loro espressioni effettive : 

«.-g^P^en 2 &en ,^ ^^ ^^ ^senwgnarj 

Questa infine tenendo presente la (74), la (107) e la (108) facilmente si 
riduce alla forma: 



' \senn dudv) 



Le formole (109) danno adunque per quadrature una trasformazione per 
i sistemi coniugati (0) a invarianti uguali che chiameremo trasformazione G; 
mediante la quale la funzione w si cambia in o e l'invariante H in Hi . 

Frattanto rimane stabiUto un metodo di trasformazioni per i sistemi 
coniugati (G) a invarianti eguali, che consiste nel comporre la trasforma- 
zione i 7 L~* (o la trasformazione L'^IL) colla trasformazione G. 

Sembra assai notevole che l'applicazione successiva ed illimitata di questo 
metodo di trasformazioni richiede soltanto successive quadrature. 



Digitize(d by 



Google 



Transformations of Minimal Surfaces* 

{By Luther Pfahleh Eisenhart.) 



In a Memoir published by Calapso in the Annali (*), the author has 
developed at length the theory and transformations of a class of surfaces, 
discovered by Guighard (**) and characterized by the property: 

Given a surface N of the class ; < there exists a surface N' having the 
same spherical representation of its lines of curvature as the surface iV, and 
sudi that if ri, r^ are the principal radii of curvature of N^ and r\, r\ the 
corresponding radii of N\ one has 

^1 r\ + fa /i = const., (I) 

the Constant being different from zero ». 

Calapso has shown that, if a surface be referred to its lines of curva- 
ture, the necessary and sufficient condition that it be a surface N is that 
either of the following conditions be satisfied : 

l \E \G) ^ ^ 

(vO -^- — V F -^y= G + E, (IH) 

where the functions J5, (?, 2), D" are the fundamental quantities of the sur- 
face. According as a surface satisfìes the first or second of these conditions, 
it is called by Calapso a surface of Guighard of the first kind or of the 
second kind. 

In the present Note we show that one of the surfaces paratici to a min- 



(*) Alcune superficie di Guighard e le relative trasformasioni [Annali, ser. Ili, voi. XI, 
p. 201-251, (1905)]. 

(**) Sur les Surfaces isothermiques [Comptes Rendus, voi. 130, p. 150]. 



Digitized by 



Google 



250 Eisenhart: Tran^sformations 

imal surface satisfìes (II) and that the surface N' associateci witli it after 
the manner of the above theorem is a sphere. After deducing these results 
in § 1, we apply in the subsequent §§ the results of Guighard and Calapso 
to this group of surfaces of Guighard. We shall refer to these particular sur- 
faces as surfaces P. 

Guighard has shown that from a surface of the first kind one can de- 
duce an infinity of isothermic surfaces referred to their lines of curvature 
each of which is the locus of a point A situated on an isotropie tangent to 
the surface iV. In § 2 it is found that these transforms of a surface P are 
minimal surfaces; hence we bave a transformation from the minimal sur- 
face, Sy which is parallel to P, to new minimal surfaces, which for conve- 
nience we shall cali the surfaces /S. 

In § 3 we apply to the P-surfaces parallel to the surfaces S^ (cali them 
the surfaces P) the Guighard transformations and fìnd that the determina- 
tion of ali these transformations requires only quadratures, However, these 
new minimal surfaces are imaginary. 

In § 4 we apply to the surfaces P the transformation of Guighard in 
which +i has been replaced by — i and vice-versa. Among the infinity of 
transforms of a surface P there is always one real minimal surface otlier 
than the originai surface S. 

In this manner we can obtain from a given minimal surface an infinity 
of real minimal surfaces, whose determinatìon requires the solution of a 
pair of RiGGATi equations. The relation between the originai surface and any 
one of these transforms is perfectly reciprocai, so that when the transforms Si 
of S bave been found, one can get the transforms 5^', of the surfaces S^ by 
quadratures. 

Calapso has shown (*) that, given any isothermic surface, a surface of 
Guighard can be found by inverting the transformation of Guighard. In 
§ 5 we apply this inverted transformation and also its conjugate to the sur- 
faces S, and in both cases we flnd that ali the transforms are imaginary. 



(•) L. e, pag. 230. 
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§ 1. SURFACES P. 

Consider the minimal surface S with the linear elemenl 

d8' = e'^{du' + dv% (1) 

and for which the coeffìcients of the second quadratic form are 

Z) = — 1, Z)''=l. (2) 

Now the linear element of the spherical representation is 

d8'' = e-'^du' + dv'), (3) 

and the Gauss and Codazzi equations are satisfied, if 6 is a solution of the 
equation 

If we denote by Xj, Y,, Zi; X,, Y^, Z^; X, Y, Z the direction-cosines 
of the tangents to the curves v = const, u = const. and of the normal to 
the surface respectively, we have (*) 

— - 6 Al , ^ — — — ^ — Aj — C A, rv — rj — A| , ^ — = 6 ' Al , 

5— = e^Xj, ^ = 5— X,, -^ = — TT— Xi + e •X, ^-= — 6^X2, 
d V ^ dv du dv óu ^ d v ' 

and similar equations in the ys and sfa. 

A surface parallel to S at the distance a is given by 

$ = a5 — aX, '^1 = 1/ — aY, ^ = — aZ^ 

The fundamental quantities of this surface are found to be 

£ = (e« — a c-«)S F = 0, G = (e^ + a e"»)», 

D = — e-» (e» — a e"»), Z)' = 0, D" = e"» (e« + a e~0). 



(5) 



(*) Bianchi, Legioni, voi. II, p. 336. 
Annali di MtUemaiica, Serie III, Tomo XIII. 33 
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These expressions satisfy equation (II), if a = 1 and only in this case. 
Hence the surface defined by 

^ = x-X, r.=y-Y, l = z-Z, (6) 

is a surface of Guichard of the first kind ; we designate such a surface by P. 
From above it is seen that the fundamental quantities for P are 

E = 4sinh*e, G = 4cosh*e, D = — 2 e"» sinh 0, jD" = 2 e"» cosh 6-. (7) 

Calapso has shown (*) that the necessary and sufflcìent condition that 
a surface be a surface of Guichard is that the linear elements of the sur- 
face and its spherical representation he reducible to the respective forins 

d a* = e*' (sinh* d w* + cosh* e d v') \ 

d a'* = (cosh + -ff sinh 0)' d m' + (sinh + ilcosh ©)* dv\ \ 

the lines of curvature being parametric, and the functions i, H and e being 
Solutions of the system of equations 

|^ = (H + cothe)|i, |^=(^+tanhe)|l. 
du ^ ^ du d V ^ ' d V 

o— 2 + Q— r + coth ^— ^ + tanh 05—5 . , ^^ 0—0-+ / (9) 

d u* dv^ du^ dv^ sinh* e dudu ( 

In order that (3) may take the form of the second of (8), we must bave 
cosh + If sinh = e"®, sinh + If cosh = — e~®, 

from which it foUows that 

e = o, H= — L (10) 

Moreover, the first of (8) reduces to (1), if 

e' = 2. (11) 

In consequence of (4) equations (9) are satisfied bv the above values 
(10), (11). 



(•) L. e, p. 214. 
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Calapso has shown (*) that the surface N\ which is related to N in the 
manner stated in the theorem leading to the relation (I), is defined by the 
forms (8), where now the functions f,, H^ Si rèla,ting to iV" are given by 

e'. = e-' (1 — H'), sinh e, = ^~h^ [^^^^ e{l+H') + ^H cosh e] , 
cosh e. = Y~Jp W^^^ e (1 + IT*) + 2 /f sinh e] • 

When the surface N is a surface P, the surface N" is the unit sphere 
upon which the Gaussian representation of P is made. 

§ 2. The Transformation of Guichard. 

GuiGHARD (**) has announced the foUowing theorem : 
Given a surface satisfying conditions (8) and (9), a function <p can be 
determined in such a way that the surface S defined by 

x = 5 + ef(X, + iX,), y = 'n + ef{Y,+iY,), z = r. + ef {Z,+iZ,) (12) 

is isotherraic. 

Calapso shows(***) that the function 9 is determined by the foUowing 
pair of iUimitably integrable equations : 

^ -{-i—- = — sinh e cosh (? — <) — 

— i tanh |i — i- ef^' {W sinh + 2 H cosh 0), 

— coth e 1^ + 4 «'"' {H^ cosh + 2 ff sinh e). 



(♦) L. e, p. 214. 

(••) L. e, p. 161. 

(♦•♦) L. e, p. 224. 
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When the surface of Guichard is a surface P, Ihese reduce to 

/ (13) 

ajp ae _ 1 i 

*atJ^0M~i2* e?cosno. j 

In consequence of (5) and (6) we get frora (12) by differentiation 
1^ = 2 sinh X, + ef (X. + i X,) [-|- ef"» — e-f sinh o] — et'» X, 

Il = 2 cosh 9 X, — i ef (X. + » X,) [^ er« — e"? cosh oì + i ef"* X, 
so that 

From (14) we find that the direction-cosines, X, Y, Z, of the normal to 
the surface S are of the form 

X = e-f (X, - i X,) + X. (16) 

By differentiation we get 



du cu ov V 

so that 



(17) 



Hence 5^ is a minimal surface, and the hnear element of its spherical 
ropresentation is _ 

d~^'' = e-'f {d u' + d v'). (19) 

Denoting by X,, Y,, Z,; X.^, Y,, Z^y the direction-cosines of the tan- 
gents to the curves v = const., u = const. respectively on S, we have 

du d V 
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which in consequence of (14) reduce to 

X = (^ cf-« + e-f sinh eì X, + i^ ef-^ — e'f sinh 6 j i X^ ~ e'^ X, 
i X, = [-|- ef-« — e'f cosh o] Xj + (~ er » + e'i' cosh b\iX, — e'^ X. 



(20) 



If ef he replaced by p, equations (13) lake the Riocati form. Hence there 
exists a family of imaginary minimal surfaces depending upon a parameter, 
transforms of P and consequently of S; and the complete determination of 
these surfaces requires the integration of a pair of Rigcati equations. 



§ 3. GuicHARD Transformations of S. 

Since S^ is a minimal surface, we have a new surface P parallel to S. 
From (6), (12) and (16) it foUows that this surface is defined by equations 
of the form 

1= S + ef (X, + iX,) - e-f (X,-iX,) - X. (21) 

We apply to P a transformation of Guichard. From (12) it foUows that 
the transform S^ is defined by equations of the form 

a?, = $ + cfi(X,+iX,), "(22) 

where 91 is a solution of the equations 

In consequence of (20) and (21) equation (22) is reducible to 

x, = l + {i+ cfi-«) [ef (X, + i X,) ~ e-f (X, - i X,)] - (2 efr^ + 1) X. (24) 

On replacing $ + X by a? in this equation, we get a transformation in- 
volving two parameters, which changes the originai minimal surface S into 
another minimal surface Si • 
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If equations (23) be written in the form 

and be compared with (13), it is seen that a solution of them is given by 

e? • = — e\ (25) 

Hence, since equations (23) are of the Riccati type, tliey are integrated 
completely by quadratures. Therefore, the compJete determination of the 
doubly-infinite group of surfaces S^ defined by (24), requires the solution of 
a pair of Ricgati equations and quadratures. 

Evidently the transformation determined by (25) leads to 5 itself. We 
inquire whether any of the other surfaces S, are real, when S is real. 

Il we put 

9 = a + i p, 

where a and p are real, equations (13) are replaced by 

^- = (-^ e*~® — e~* sinh j cos % à~ = (^ ^* * + ^~* ^^^^ ^1 ^^^ P» i 

In like manner, if <pi is real, equations (23) can be written 
ó — = 1 a" ^^'""'' "" ^~^' cosh al cos p, ~ = — 1 -^r- ef«~* + e~?« cosh al sin p, 

-^ + ^- = — j-r e^»"" + c"^» sinh a | sin p. 

Si; 3w \2 ' / 

In order that the first two equations of Ihese two sets be consistente 
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we must bave 

ef ,-« _ e-ft cosh « — ^ e*"^ + e""* sinh = 0, 

e?>,-« -|« e"f ' cosh a + -^- e*^^ + c~* cosh = 0, 

from which by addition we get (25). Hence of ali the stirfaces defined hy (24) 
S is the only real otte. 



§ 4. CONJUGATB GUIGHARD TrANSFORMATIONS OF S. 



We apply now to tbe surface P, defined by (21), the conjugate transfor- 
mation of Guichard, that ìs, the transformation with + i replaced by — i. 
Now the equations analogous to (23) are 

|ii_i|-?= 1 ««.-f-e-e-sinh?, t |^-|^ = -4-e«'-l' + e-».cosh9, (27) 

àu dv ^ ^^ dv du ^1 *» v / 

and the coordinates of the transform Si are of the form 

i»i =1+ e^» 0^1 — i A'2), 
which reduces to 

X, = S + ef (X, + i X«) + (e«i+« - 1) c-f (X, - i X,) - X. (28) 

As in the preeeding case, if $ + X be replaced by x, this gives a trans- 
formation from one minimal surface, ^, to a double-infìnite family of sur- 
faces, Si . Later we shall fìnd a particular solution of equations (27) ; hence 
the complete determination of ali the above transforms of a surface S re- 
quires the solution of an equation of Rigcati and quadratures. * 

We inquire whether any of these transforms are real. On the assump- 
tion that 0, is réal equations (27) can be written 

1^ = Iy €«•-« — e-«. cosh a] cos P, 1^ = (^ ^^''"^ + ^~^' ^^^'^ *) ^^^ P' ^^^^ 
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5-^ — ó-*- = hs- « ' + e *' sinh a sin S. 
dv du ^2 j 



(30) 



In order that equations (29) be consistent wilh the first two of (26), we 
must have 

e*»"* — e"®« coah a — - e*"® + e~* sinh = 0, 

c®i"* + e~®i cosh a — a" ^*^ "" ^~* ^^^h = 0, 

which reduce to the single equation 

e»» = 2 cosh a . e«-^ (31) 

Il is readily found that this value of Oi satisfies equations (30). 
Substituting in (28) and replacing 5 by a? — X we get the equation 

aj,=aj + 2e*(cospXi — sinpX,) -2X, (32) 

and similar expressions for y^ and z^ which define a real transform, Si , of a 
given surface, S. 

By differentiation we get 

1^ = (e*«-o cos 2 p — e^^) X, — e"«-« sin 2 p X, — 2 e*-« cos p X, 

J ^ ^^^^ 

^ = e*«-o sin 2 p X» + (c*«-« cos 2 p + e"») X, — 2 e»» sin p X. 
V 

From these and similar expressions in y^ and Zi we derive the foUowing 
values for the direction-cosines of the normal to iS, 

X' = tanh « X + ^^ (cos p X, - sin p X,). ' (34) 

And the direction-cosines of the tangents to the curves v = const., 
u = const. on S^ are of the respective forms 



X\ = 2^^^[(e«cos2p-6-*)X,-e*sin2pX^ 

X\ = ^^y^~ [«* sin 2 p X, + (e« cos 2 p + e'-) X, - 2 sin p xj • 



(35) 
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From (32) and (34) we get 

lX{Xi—x) = — % :ùX'{x,—x)=% (36) 

and 

Hence the line joining corresponding points on two surfaces S and St 
niakes equal angles with the normals to the surfaces at these points. As this 
angle is not a right angle, the transformation is different from the one due 
to Thybaut (*). 

From (34) it foUows that the direction-cosines of the line of intersec- 
tion x)f the tangent planes to S and St at corresponding points are 

sin p Xj + cos p X, , sin P Yi + cos p Y^ , sin ^Z, + cos p Z^ . 

Hence this line is perpendicular to the projection upon the tangent 
piane to S of the Une joining the points of tangency on S and S, . 

Denote by $, /i, ^ the coordinates of the point of intersection of these 
two lines. Since we must have 

lX{^ — x) = 0, 2 X' ($ - x') = 0, 

if we put 

P = x + 'k (cos P X, — sin p X,), 

it is found that 

X = 2 cosh a. 

From the foregoing discussion it foUows that each pair of solutions of 
equations (26) gives a real transform of S. The form of these equations is 
such that the arbitrary Constant entering in the complete solution appears 
in both a and p. From (32) it is seen that the points, on ali the transforms, 
corresponding to a point on S lie in the piane parallel to the tangent piane 
to S and at the distance 2 from it. 

We inquire whether the normals to the surfaces <S and St at correspond- 
ing points meet. In order that this may happen two functions X and {* must 
exist which are such that 

Xo=x + \X = Xt + i^X\ 
and similar equations in ys and z' s. 



(*) Bianchi, Lezioni, voi. II, p. 334. 
Annali di Mateìnatica, Serie III, Tomo XHL 34 
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If the above values be substituted, il is found that these equations are 
satisfìed when 

X = (X = — 2 e* cosh a. 

This result suggesls Ihat Ihis transformation which we bave found coin- 
cides wilh one previously discovered by Bianchi (*) as an outcome of a 
theorem of Guichard. It is readily found that the two transformations are 
the sanie (**). Froni the investigation of Bianchi we know that the locus of 
the point (Xo, i/o, z^) is a surface apphcable to a paraboloid of revolution. 



§ 5. Inverse Transformations of Guichard. 

Calapso has shown (***) that the transformation of Guichard can be inver- 
ted, that is, every isothermic surface can be considered as derived from a 
Guichard surface by ineans of the construction indicated in the theorem of 
Guichard. We shall apply this inverse transformation to the surfaces S. . 

In the first place we solve equations (16) and (20) for X, X,, X,, getting 

Xi = (-ly ere _[_ ^-f sinh o] X, — (^e?-^ — e'f cosh ej i X,+ e-f X, \ 

i X, = - ( i e?-fi — e- ? sinh o] X, + ( l^ e?"» + e" f cosh j i X\ + e'f X, j ^^^^ 

X = ~ c-« (X, — iX) + X. / 

In consequence of these relations equation (12) can be written 

5 = $ + 2(sinhex; + cosh9.iX; + X). (38) 

If ^ is any minimal surface and the linear elem«nt of its representa- 
tion is written in the form (19), tlie function 9 must satisfy equation (4), Bui 



(*) Lezioni, voi. Il, p. 333. 
(**) The formulae of comparison are 

\V~~^ cosn«, cosila" ♦ gu' cosh « ^ ♦ gu ' 

(*♦*) L. e, p. 230. 
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this is the condition that equalioiis (13) be consistent in 9. Hence (38) is the 
transforma tion from a surface 5* to P as well as equalions (12) define the 
transformation from P to 5. But shice equations (13) are completely inte- 
grable in for a particular o, it foliows that eacli of the surfaces defìned by 

5. = ce - 2 (sinh e, X, + cosh 0, i X^ + X), (39) 

where 9, is any solution of 

|l + i^ = -J ef-^.-e-fsinhO,, dl + lli^} er^^-^ e' f cosh 0,, (40) 

is a surface of Guighard, P,, which is an inverse of the surface S, deter- 
mined by the function 9. 

From (37) it is seen that the direction-cosines of the normal to P, are of 
the -form 

X' = ^ e- «• X, + e-»i i X, + X. (41) 

Denoting by Si the minimal surface parallel to Pj, we bave 

which by means of (39), (41), (12) and (20) reduce to 

x, = x + {i — e«i-«) [ef (X, + i X,) — c'f (X, — i X,) - 2 X J, (42) 

and simiiar expressions for 2/1 and Zi . Since is a solution of (40), the com- 
plete determination of the doubly-infinite family of transforms of S delined 
by (42) requires the solution of one pair of Ricca ti equations (13) and quad- 
ratures. 

If the diflferential quotients of 9 be ehminated from equations (13) and 
(40), we get 

1^ — 1^ = [-|- c« (e-^i — e" «) — e" « (cosh 9, — cosh 0)1 cos P + 

, + i I 2 e« (e®' — e-«) 4- e « (cosh 9i — cosh 6)1 sin p, 
i j'.^ ^ -^ |_^ì = r l^ e« (e- e. _ e- «) - e" « (sinh B, — sinh 9)1 sin p + 

+ i U. e« (e-«i — e~«) + e "• (sinh O^ — sinh 9)1 sin p. 
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From lliis il foUows that for 0, and lo be real we must bave 

uT ^' (^" ^' — ^'^) + ^"* (cosh 0, — cosh 6) = 0, 

e* (e-fli — e-«) — e"* (sinh 0^ — sinb 6) = 0, 

which reduces lo Oi = 0. Hence ali Ihe minimal surface Iransforms (42) of 5 
are imaginary. 

We pass lìnaily lo Ihe case in which we apply lo Ihe surfiaces S the 
conjugale inverse transformation. In place of equalions (40) we bave 

^ ? _ è ^ = .1 e?-». - e-f sinh 0. i 1-1 _ 1^ = _ l e?-9. + e'f cosh H, , 
dii V "2 d V d li 2 ' 

and Ihe equalions of Iransformation are of Ihe forni 

x, = x + ef{X,+i X,) — e- f (e»»"^ « + 1) {X, — i X,) — 2 X. 

Proceeding as in Ihe former case, we find Ihal. Ihe condilion Ibal 6, be 
real is 

e^i = — e*~^ (e* + e~*), 
which evidenlly is impossible. 

Princeton University, January, 1906. 



Digitized by 



Google 



r 



AVVISO AI SIGNORI AUTORI. 

In seguito a difiBcoltà d'ordine materiale è stato deciso che a partire dal Voi. VI 
della Serie III degli Annali di Matematica il prezzo degli Estratti (oltre le copie 
quaranta che mettiamo gratuitamente a disposizione dei Signori Autori presso l'edi- 
tore), e fino alla concorrenza di cento esemplari, sarà regolalo dalla tariffa seguente : 



TARIFFA DEGLI ESTRATTI DEGLI .e ANNALI DI MATEMATICA > 
(compresa la copertina non stampata, spese postali a parte) 



Numero 

delle pagine 

fino a 


Numero 


degli Esemplari fino 


a copie 


. 25 


50 


75 


100 




L. C. 


L. C. 


L. C. 


L. C. 


Pagine 4 


3 — 


3 50 


4 — 


4 50 


8 


3 50 


4 — 


4 50 


5 — 


12 


6 i30 


7 50 


850 


9 50 


» 16 


7 — 


8 — 


9 — 


10 — 


20 


10 — 


11 50 


13 — 


14 50 


24 


10 50 


12 — 


13 50 


15 — 


28 


13 50 


15 50 


17 - 


19 50 


32 


14 - 

. .. i. 


16 — 


18 — 


20 — 



Le tirature a parte devono essere domandate coli' invio del manoscritto. 
Le copie a parte non si consegneranno prima della pubblicazione del fascicolo 
da cui sono estratte. 

La copertina stampata viene calcolata come 16 pagine di estratto. 



Digitized by 



Google 



1 



INDICE 

delle materie contenute nel presente fascicolo. 



Pao. 

PAVANINI. — Sopra una nuova categoria di soluzioni periodiche nel 

problema dei tre corpi 179 

GALAPSO. — Un problema sui sistemi di linee fra loro coniugate e 

sulle relative trasformazioni di Laplace 203 

EISENHART. — Transformalions of Minimal Surfaces .....; 249 



AVVERTENZE. 



Per tutto quanto concerne sia la Direzione e V invio dei cambi e dei doni, sia TAmmini- 
strazione de^ìì Annali di Matematica, rivolgersi alla Tipo-Litografia Rebeschini di Turati e C. 
in Milano, via novello, m. 16. 

Degli ANNALI si pubblicano quattro o più fascicoli all'anno ciascuno di 10 a 1^ fogli in 4.» 

L'assodacione però é per volmne e non per annata. 

Quattro fascicoli formano un volume che costa L. 18. Questa somma dev'essere mandata 
per vaglia postale, o cartolina vaglia, o fatta pagare col mezzo di un corrispondente, alla 
Tipo-IMografia Rebeschini di Turati e C, MiUmo, Via Rovello 16, alla quale si rivol- 
geranno le domande di associazione. 

Sono corrispondenti della Tipografia i librai: 

Ulrico Hoepli in Milano (Galleria De Cristoforìs, 6943); 

Carlo Clausen già Ermanno Loescher in Torino (via Po, 19, Palazzo 

della R. Università); 
Fratelli Bocca in Torino, Roma, Firenze; 
Gauthier-Villars in Parigi (Quai des Gr. Augustins, 55); 
DuLAU et GoMP. in Londra (37, Soho-Square) ; 
R. Friedlander u. Sohn in Berlino (Carlstrasse, 11). 



È in corso di stampa il fascicolo éP del tomo XIIL 



Digitized by 



Google 



r 



ANNALI 



DI 



MATEMATICA 

PUKA ED APPLICATA 

GIÀ DIRETTI DA 

FRANCESCO BRIOSCHl 

e continuati dai professori: 



Luigi Bianchi in Pisa 
Ulisse Dini in Pisa 



Giuseppe Jung in Milano 
Corrado Segre in Torino 



SERIE III. 
Tomo XIII * Fascicolo 4° 

(Marzo 1907) 



MILANO 

TIPO-LITOGRAFIA REBESCHINI DI TURATI E C. 
OFFICINA CARTE VALORI. 



Digitized by 



Google 



--m- 



% 



iv 



Digitized by 



Google 



Sur les équations linéaires 
aux différences finies. 

(Par M. Walter B. Fobd, à Ann Arbor.) 



Considérations préliminaires. 



iPe 



endant plusieurs années M. Dini a publié dans Jes Annali une 
sèrie de Mémoires intéressants sur les équations diflférentielies. Toutes ses 
recherches se groupenl, en dernier lieu, autour une expression qui se trouve 
dans le premier Mémoire (janvier, 1899) pour l'intégrale generale d'une équa- 
tion diflférentielle linéaire du n^***^ ordre; cette expression a la forme d'une 
sèrie infìnie dont le m^"^ terme est une intégrale déiìnie m-tuple qui dèpend 
non seulement des coefficients de l'équation donnée, mais aussi de n fonc- 
tions arbitraires. Pour un choix convenable de ces fo.nctions il peut arriver 
que l'intégrale generale prendra une forme qui fait voir directement ses pro- 
priétés les plus importantes et c'est ainsi, en particulier, que dans son 
deuxième Mémoire (avril, 1899) M. Dini trouve que sa méthode s'applique 
à l'étude des intégrales de certaines équations dififérentielles linéqires quand 
on considère ces intégrales pour des valeurs très grandes de la variable in- 
dépendante. De cette manière, il arrive à un théorème general qui donne, 
comme consèquences spèciales, beaucoup des résultats importants de M. Poin- 
caré (*) publiés en 1885, ainsi que certains résultats plus récents de M. Kne- 
SER (**). Mais, ce n'est pas ici le lieu d'énumérer toutes les applications et 
tous les résultats nombreux que M. Dini a trouve dans cette sèrie de Mé- 
moires; il suffit de remarquer que sa méthode est tout à fait originale et 



(*) Sur les équations linéaires aux différentieUes ordinaires et aux différences finies 
American Journal of Mathematica, Voi. VII. 

(**) Untersuchung und asymptotL<$che DarsteUung der Integrale gewisser linearer' Biffe- 
rentia^leichungen bei grossen reellen Werthen des Arguments ; Journal de Creile, t. 120, 
pp. 367-275 (1899). 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 35 
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qu'elle ne laisse rien à désirer au point de vue ni de sa généralilé ni de la 
valeur des applìcations que Fon peut en faire. 

Le caractère de celle mélhode d'éludier les équalìons différenlielles ainsi 
que l'analogie bien connue enlre la Ihéorie de lelles équalions el la Ihéorie 
des équalions aux différences finies nous porle à croire que l'on peul adapler 
la mélhode à l'elude des inlégrales des équalions de celle dernière espèce, 
el c'esl celle queslion que nous nous proposons dans le Mémoire acluel. 
D'ailieurs, il y a deux considéralions spéciales qui nous semblenl ajouler 
un intérél supplénienlaire à celle recherche. Aulanl que l'auleur en sache, 
il n'exisle dans la liléralure acluelle sur le calcul des différences finies aucun 
Ihéorème analogue à celui que nous avons signalé plus haul relalif aux in- 
légrales de cerlaines équalions différenlielles linéaires considérées pour les 
valeurs Irès grandes de l'argumenl. Pour élre plus précis, si l'on a une équa- 
lion linéaire aux différences finies sous la forme 

Ao (x) y{x + n) + A, {x)y{x + n — l)^A,{x)y{x + n — ^)-^, 

[-A^{x)y{x) = 

où le coefficient A^{x), r = 0, 1, 2,... n lend vers une limile bien déler- 
minée quand a; = oo, il n'exisle aucun Ihéorème qui exprime d'une manière 
explicite l'allure de l'inlégrale generale y {x) quand x prend des valeurs Irès 
grandes. Il esl vrai que M. Poincaré, dans le Mémoire cilé plus haul, dé- 

monlre sous les mémes hypolhèses l'exislence de la limile lini ^ ^ . ^ » y{x) 

aja»oc y (X) 

élanl une intégrale quelconque de l'équalion donnée, el il Irouve la valeur 
de celle limile; mais, le bui que nous nous proposons esl plulól de déler- 
miner le caractère de l'intégrale y{x) elle-niéìne, de sorle que les propriétés 

du rapporl ^ ^ / \ ^ ^^^^ qu'elles ne soienl pas le bui de nos recherches, 

en résultenl comme conséquences spéciales (*). En second heu, un Ihéorème 



« (pi* -l n 
(*) De regalile Hm ^^-^-— -- - =fc= wwe valeur déterminée on peut seulement conelure 



que, pour les valeurs assez grandes de x, il existe une relation de la forme 

y(x + i) + [i(x)^k]y(x) = 

où lira f(x) = 0. Quant à la fonction y(x) elle-mème, nous obtenons en effectuant l'intégra- 
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lim 



tion de cette équation par les métbodes bien connues (voir par exemple Boole, A treatise 
on the ccUculus of finite différences, London, 1860, pp. 101, 102) 

y(x) = c[f(^-l)-fe][f(a:-2)-fc][«(a^-3)-fcl...[t(r)-fc], 

r étant une valeur quelconque fixée de aj, et e étant la valeur de y (r). Mais, cette expres- 
sion a la forme d'un produit dans lequel le nombre des facteurs croìt indéfìniment avee ar, 
et par conséquent elle ne s'adapte pas, au moins en general, à Tétude de la question que 
nous avons posée. 

(*) Voir par exemple la thèse de M. Padé : Sur la représentation approchée d'une fono- 
tion par des fractions rationnelles, Annales de TÉcole Normale supérieure, 3i*me sèrie, t. 9, 
supplementi p. 43 (1892). 



^3 



tei que nous venons de rindiquer pour les équalions aux différences finies, 
une fois oblenu, aurail une application directe à l'étude de la convergence 

des fractions algébriques continues. En effet, si l'on représente par ^"; ; ; 

la n^*^ réduite d'une quelconque des fractions algébriques continues qui cor- .'^ 

respondent à une sèrie donnée de puissances: ;v 

ao-^-Uy-x + a^x^ -^- h «H a^" H (^ = rayon de convergence > 0) -j 

on sait bien (*) que chacun des polynómes P„ {x), Q^ (x) considéré pour une /^ 

valeur fixée de x, satisfait à une équation linéaire aux différences finies du :'h 

second ordre par rapport à la variable n, de sorte qu'en se servant d'uji tei 1; 

théorème on pourrait étudier la convergence de la fraction pour la valeur . -^ 
donnée de aj : ce qui veut dire, étudier l'existence et la valeur de la limite 



•^i 



QAx)' 

G'est donc un théorème de ce caractère special que nous avions en vue 
et nous croyons l'avoir trouvè dans notre Théorème III, aussi bien que dans 
le Théorème L Nous comptons publier plus tard les applications les plus 
importantes de ces deux Théorèmes, surtout les applications à la question de 
la convergence des fractions algébriques continues. 

Enfin, avant d'aborder les considératións détaillées des paragraphes sui- 
vants, l'auteur se fait un devoir d'exprimer ici sa profonde gratitude à 
M. DiNi. En comparant les pages qui suivent avec les deux premiers Mé- 
moires mentionnés plus haut, on verrà sans peine tout ce qu'il lui doit, et 
que les présentes recherches eussent, en somme, été impossibles sans l'aide, 
la direction que lui fournissait ainsi l'éminent mathématicien italien. 
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2. Nous résumons, d'abord quelques relations générales du calcul des 
diflférences fmies. 

Représentons par y (x) une fonction (réelle ou complexe) de la variable 
réelle x et supposons que cette fonction soit défìnie (*) au moins pour tous 
les entiers positlfs a? > un certa in entier a 1> 0. Alors, la n*^^ différence 
A" y {x) de y (x) est défìnie par la formule 



^*' y (x) = y {x + n) — ny {x + n — i) + 
""^^-^yix + n-^^) + {-iyy{x) 



(1) 



et, avec les hypotlièses indiquées cette dififérence constitue évidemraent une 
fonction défìnie comme y (x) au moins pour tous les entiers positifs a? > a. 
Gomme résultat special de cette déiìnition, nous remarquons tout d'abord 
l'existence des expressions ^''y{x + n — r); r = 0, 1, 2,... n lorsque x>oi. 
ir De plus, pour les mémes valeurs de x les trois relations générales existent: 

p^ s y{x + n—r) = y (x -{ n) — r ^y (x -\- n — i) + \ 

I" +''%7^^A'y(^ + H-2) \ (2) 

^\ '•- + {— ìy^'■y{x + n — r); r = 0, 1, 2,... h. 

I . ^"^yix ^rn — r) = yy{x) + {n — r)\'''y{x) + 

R H h^'yix); r = 0, 1, 2,... n. 

i-:: ■ 

P ^^ y{x) = ^'^ y {x + n — r) — {n — r) A*+' y {x-i-n — r — 1) 

I 

A'+' ?/ (ìk + « — r — 2) — } (4) 



I (w — r)(n — r— 1) . 

^. h(-l)"-A-2/(ir); r = 0, 1, 2,... ». 

^ • -. . . 

I . En efifet, ces relations résultent directement quand on substitue pour les 

t-/ différences diverses leurs valeurs déterminées par l'équation (1). 



(*) Nous employons toujours le mot défini dans le sens « definì d*une manière unique ». 



Digitized by 



Google 



attx différences finies. 267 



Les formules (2), (3), (4) nous permettent de faire les observations sui- 
vantes qui nous seront utiles dans ce qui va suivre. 

En nous bornant toujours aux valeurs de x qui sont des entiers posi- 
tifs, supposons que pour a?>a la fonction y{x) existe et satisfasse à une 
équation linéaire aux différences fìnies de la forme ordinaire : 

«0 {X) A" y {x) + a, {x) A"-* y {x) -\ a, (x) A""' y (x) ^ h «. (^) » (x) = (5) 

dans laquelle les coefficients a^ sont des fonctions données (réelles ou com- 
plexes) de a?, c'est-à-dire, quand a?>a la fonction y (x) existe et par con- 
séquent aussi toutes les fonctions ^y{x)^ ^^y{x),,.. A"j/(a5) et pour les 
mémes valeurs de x l'équation (5) se vérifìe. Alors, il résulte de ce que nous 
venons de dire que les expressions 

y{x + n), Ai/(a? + n — 1), ^' y {x 4-w-2),... \-'y{x + i), A"i/(cr) 

existent quand x>ol et, d'après la formule (4) il résulte aussi que pour les 
mémes valeurs de x ces expressions satisfont à une équation de la forme 

a, (x) A- y (x) \- a, (x) ^-' y{x+l) + a, (x) ^-' y {x + 2) ^ h j 

+ a,_, {x)Sy{x-\-n — i)+ a„ {x) y{x + n) = 0, ) 

les coefficients a^ étant des fonctions linéaires des coefficients «^ et étant 
déterminés par la formule suivante: 

(-ir-M n\ (n-l )l , (H.-2)I _ ] 

fi i ^^ 

••• + (- ir-^«.J, r = 0, 1, 2,..., n. . ] 

Réciproquement, si l'on a une fonction y (x) qui existe pour a? > a et 
satisfait à une équation (6) dans laquelle les a^ sont déterminés en termes 
des fonctions données a^ par les relations (7) cette fonction satisfera à l'é- 
quation (5) pour toutes les valeurs indiquées de x. En effet,- il résulte de la 
relation (1) que les expressions y (a?), A y (x), a' y (a:),... A" y {x) existent pour 
x>(x, et en méme temps, la relation (3) nous permet d'écrire l'équation 
donnée (6) sous la forme 

x\ {x) A" y {x) + x\ (x) A"-» y{x)-] ha', (x) y {x) = 
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où les coefficients oi\ sont détermìnés par les équations 

i \ ni , (n-1)! , , (r+ì)\ , ri 1 

^ ^ = r ! I (H -^r)! ^^ + {n^^^V^l ) ! ^"^ + ' * ' + -f! - ^'^^ + 0! ^^J ' 

r=0, 1, 2,... n. 

lesquelles suìvant les relati ons données (7) se réduisent aux autres a^ = a^. 

Ainsi, on peut toujours remplacer une équation linéaìre aux différences 
fmies, ayant la forme usuelle (5) par une autre de la forme (6) de manière 
que lorsque la fonction y(x) est une intégrale de l'une pour a?> a elle sera 
aussi une intégrale de l'autre. 

Plus généralement, on peut démontrer au moyen des relations générales 
(1), (2), (3) et (4) que si l'on a une équation linéaire dans n'importe quelle 
des formes suivantes 

a, (x) A" y (x) + a, (x) A""» y (x) + x, (x) A""* y (x) ^- . , . -^- 

+ a„(^)/,(x) = 

a^{x)^''y{x) + a,{x)^'"' y{x + ì) + a2{x)à-'y{x ì-2)^ +- 

+ a„ (x) y {x + n) = 

Ao (x) y{x + n)-hA, (x) y {x K n — i) -h A,{x) y {x -\- n— '2) -\ h 

+ A^{x)y{x) = 

il est possible de trouver une équation ayant l'une ou l'autre des deux autres 
formes et telle que si y {x) est une intégrale de Fune lorsque x > a elle sera 
de méme une intégrale de l'autre pour les mémes valeurs de x. 



Le premier tìiéorhme (*). 

3. Cela pose, nous allons nous occuper de l'équation de la deuxième 
des formes (8) :* 

a, {X) ^UJ ix) -f ch (x) A''- ^ // (a- f- 1) H 1- a„ (x) y(x^n} = (9) 



(8) 



(*) On trouve l'énoncé du théorème dans le § 8. 
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en supposant que les coefficients a sont des fonctions connues (réelles ou 
complexes) de la variable réelle x. En nous bornant toujours (comme il suffit 
pour les applications usuelles) aux valeurs entières positives de x, suppo- 
sons que les coefficients a soient définis pour tous les entiers positifs xP> 
un certain entier a>0. 

Supposons aussi d'abord que la fonction y (x) qui joue le róle d'inté- 
grale soit donnée et soit définie (comme les coefficients a) pour toutes les 
valeurs de x>x. 

Ghoisissons maintenant une fonction arbitraire z (x) qui est aussi définie 
pour a? > a. Pour toutes les valeurs de a? ^ a + 1 nous pouvons donc écrire 

+ a.Ax,)y{x,+n)] = ^ 

où la sommation a rapport (de la manière ordinaire) aux entiers a?, qui se 
trouvent entre a et a? — 1 (a et a;— 1 compris). Nous allons considérer d'abord 
certaines transformations qui sont possibles pour le terme 

''2 '^(^0«r(a^,)A'-''y(a?,+r); r = 0, 1, 2,... (n-i), (11) 

Or, en general u (x) et v {x) étant deux fonctions définies pour a? > a on 
peut écrire pour toutes les valeurs de a: > a + 1 

""'^'^ {Xi) /sv{x,) = \u (x,) V (x,)T'^—''^~ V {x, + ì^ (*). (12) 

En eflfet, avec ces hypothèses on sait que les diflférences ^u{x), ^v{x) 
existent pour a? > a de sorte que pour les mémes valeurs de x l'expression 
u{x) ^v{x) + v{x + ì) ^u{x) existe et quand a; > « + 1 on peut écrire 

2i [ti (Xi) A V (x,) —v{x, + ì)^u {Xi)] = 

Xi=x—i 

= 2 [^ (ajj + 1) V {x, + 1) — Il {xi) V (x,)] = 

x^zza 

= u{x) V {x) — ti (x) t; (a) = w {Xi) V (a?,) 
Mais, cette formule est, en effet, la formule cherchée (12).- 



(*) Nous posons toujours lf(3r)f^ =/'(6) — /"(a) et [/■(ic)]«=« = /"(a). 
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Cela pose, retournons au terme (11). Avec les hypothèses actuelles pour 
a^{x) et e{x) la fonction z{x)a^{x) sera défmie pour toutes les valeurs de 
x>oL et, suivant la défìnition (I) telle sera aussi l'expression a""^* y{x-\-r). 
Par conséquent, nous pouvons appliquer la formule (12) au terme (11) en 
prenant u{x) =z {x) a^ {x), v {x) ^^ ^'"~'"'^ 2/ (i» + r), Nous obtenons ainsi pour 
toutes les valeurs de a?>a + l 

'' T'^ (x,) Or (x^) A"-" y {X, + r) = 
= \z {X,) a,, (x,) A"-^' y («, + r)T'~'- "*' 2~' A-'- y{x, + r + i)M z{x,) a, (a;.) ]. 

Mais, on peut de nouveau appliquer la formule (12) à la sommation qui se 
trouve dans le second membre de cette dernière équation, de sorte qu'on 
a aussi 

''1'' z {x,) a,, {x,) A- ^y{x, + r) = 
= \z (Xi) a, (Xi) A-—' f, (ac. + r) - A \z{x,) a, (a;,) | a"—' y {x, ^- r -{- 1)]''° V 



Après n — r applications pareilles de la formule (12) nous obtenons pour 
toutes les valeurs de a; > a + 1 la relation 



su?— 1 r "10?,= 

'1=0 L JjPis 



+ (-1)"- 'S »/(a!.+«)A--l2(a;.)».(a'.)l. 
(r = 0, 1, 2,... n — 1) 



(13) 



où 



P, (a;) = z {x) a, (x) A-'- y{x + r) — 
-A\z(x)a4x)\^'"-'y{x + r+ì) + --- | (14) 

+ • •.• 4- (- 1)"-'-' A"-'-' I a (a;) a, (a;) | y (as + n - 1). 

Enfin, en donnant à r ses- valeurs successives 0, 1, 2,.., (n — 1) et en 
nous serrani de la relation (10), nous obtenons la relation suivanle pour les 
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valeurs de a? > a + 1 : 



a5i=JP— 1 



x.sia 



(15) 



+ &'{s{x,) a._, (a;.)) h (- 1)" &'{z{Xi) a, (a?.) j] = 0. 

Mais, suivant la définition (14), nous trouvons immédiatemenl que 

P. (x) + P. (a;)H hP-, {x) = p, (x) A— |/ (a;) +p, (x) A"-' y («+ 1) H h 

+ P.-i{«>)y(a> + n — i) 

où les expressions Po{x), pt (x),... p^{x) sont déterminées par les équations 
suivantes : 

Po (X) = Z (X) «0 («) 

1>. («) = « («) «i («) + Si A 1 2 (x) a» («)) = « (a?) a, {x) — Ap, («) 
p, (ac) = « (a;) a, (a?) + s, A ( 2r(a5) a, (a;) ) + £, A' | » (os) a, (x) ) = 

= »(a;)a, (a;) — A|>i(aj) } (1^) 

Pn-i {x) = z {x) a„_, (a;) + e, A ( a (a;) a,., (a;) H f- 

-}- s„. 1 A"-' I z (x) a» {x) ) =2 (a;) a.. , (a?) — A p,._^ {x) 
avec e^ = (— 1)'. 

Par conséquent, si nous posons encore 

p. (a;) = 2 (a;) a„ (a;) + s, A |2 (a;) a._, (a; j H 1- 

+ 5, A" 1 2 (a;) a„ (a;) | = 2 (x) a. (x) — A j).., (a;) 



(17) 



l'équation (lo) prend la forme 

p, {x) \'-'y{x) +pi (x) A-' 1/ (a;+ 1)J>, («) A-'y (a! + 2) -^ h \ 

+ i)._i(a;)i/(aj+n— 1)= f 

où 

Z(x,)^-p„{x) (19) 

et 

c = [i>„(a;)A'-'//(a;)4-j>,(a^)A"-^^(a;-i-l)-4--H 2^-,(a5)i/(«-f-»-l)]^=„ (20) 
Aiutali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 36 
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4. La formule (18) une fois établie, corame conséquence nécessaire 
exprimant une relation entre les fonctions données ao(a?), a, (x),... a^{x) et 
la fonclion choisie z (x), profitons maintenant de l'arbitraire qui existe dans 
le clioix de cette fonction z (x). Ainsi, en désignant par zi (x), z, {x)... z„ {x) n 
telles fonctions z{x) et par jp..o (^), 2>r.i («')j--m P.,— i (ì*^)> Z,{x), c, respective- 
ment les fonctions Po{x\ p, (jd),..., p„-, {x), Z{x) et la constante e qui cor- 
respondent à la fonction z,. (x), nous aurons le système suivant d'équations 
pcur toutes les valeurs de a; > a + 1 : 

IV ^''-'yix) +l)i.t A"-^ y{x + ì)-] h 

Xfpzr - 1 



!>,., \'-'y{x) +i>,.. A"-' ij{x + i) + ..' + 



x=t—l 



4 .Ps,»-. «/(« + «— 1) = 2 */(ic. + H)^s(a:,) + c»< 



(21) 



l>..o A- ' y (x) -f p„, A"-^ y (a, + 1) H ^ 



Xi=.r - 1 






Par conséquent, nous n'avons qii'à supposer que les fonctions 2, {x) aient 
été choisies de sorte que pour toutes les valeurs de 05 ^ a + 1 le déterminant 



r{x) = 



Può P... 
1^2.0 Pì,l 






P^.O Pr.l 



P... 



(22) 



est diflférent de zèro, pour écrire (en particulier) toujours pour les mémes 
valeurs de aj>a+l, 



, , ,, PJx) 



(23) 



où P„ (x) représente le déterminant obtenu de (22) en y rempla^ant les élé- 
ments de la dernière colonne par les seconds merabres correspondants des 
équations (21). 

La relation (23) une fois obtenue, considérons en plus de détail les pro- 
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priétés du déterminant (22). Nous avons d'abord 

Zi «0 (x) Z, a, {x) + Ej A I 2?i «0 {x) I 

z, a, (a;) + e» A { i?, a, (a;) } + e, A* ( 2?, «o (a?) 1 . . 
0, ao {x) 5?, a» (a?) + e» a ( 2^2 «o (^) 1 
P (a?) = «, a, (a?) + e, A ( ^r, a, (a?) 1 + s. A* [ 2?, a, (a;) | . . 



«« «0 («5) 2f, a, {x) + e, A 1 0, a, (a?) | 

«- a» (a?) + e, A 1 18?„ a, (a^) 1 4- s^ a* | z, a^ {x) ] 

Mais, d'après la formule generale bien connue 

A" {u{x)v (a?) I = A" t; (a?) ti (a?) + n A"-* i; (a? + 1) A ?* (x) + 

+ ^^^^~^^ A"-'t;(a? + 2)A'te(a^) + ... + r(^ + n)A"ti(a^) j ^^*^ 

ce déterminant prend directement la forme 

P (ic) = e, e, e, . . . e,_, »« (a?) ao (a? + 1) ao (a? + 2) . . . «o (a? + n — 1 ) Q (a?) (25) 



où 



e(«^) = 



Z, AiTi A*2?, . . . A"-*2fi 
5?2 A5?2 A'^j . . . A*-* 2?, 



(26) 



où 



Z Az A* 18? . . . A""* 

De la méme manière, nous obtenons pour le déterminant P„ (x) la forme 

Pn (a?) = e, £, e, . . . e„_g a, (a;) ao (a; + 1) ao (a? + 2) . . . ao (a? + w — 2) (?, (a?) 

01 A2?i A*2?i . . . A"-* 2?i 2 !/(i*'i + W) -^1 (^1) -he» 



<?« (X) = 



*i=r»-l 



5?j A ;8;j A' 2?j . . . A""^ ^s 2) ^ (i«^i + n) Z, (a?i) + C, 



z^ Az„ ài'z„.,, òT-'z^ '''^ y(x,+n)Z^(:Xi) + c^ 



Gomme conséquence première de l'équation (25), on peut remplacer la 
condition introduite plus haut relative au déterminant P (a?), par la suivante: 
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le coefficient a^ix) de l'équation donne (9) avec le déterminant Q(x) (qui 
ne dépend que des fonctions z,.{x)) ne doit s'annuler pour aucune valeur 
de x>0L-{-\. De plus, l'équation (23) prend maintenant la forme 



'(x + n — 1) = e„ 



Q„(^) 



a^(x + n— \)Q (x) 



Ou, si nous posons 
A{x) 



z, A », A' 



A"-' 2. C, 



et 



g(a7, aj,) = 



Zjj A^g A' «j . , . A""' «, C, 

Z A 2 A* 2 . . . A""' 2 C 

2, A 2, . . . A"-' 2, Zi (aJi) 

2j A2j . . . A"-' 2, Zs(aj,) 

2, A2. . . . A*-' 2. Z„(X,) 



(27) 



(28) 



nous aurons pour toutes les valeurs de a; > a + 1 : 

y(x + n-l)= , 'r'^^^T?^/ x + 
''^ ^ a, (05 + n — 1) Q (a;) ^ 

a^(x + n—\)Q(x) ^^a ^ ^ ^ ^ 

Enfln, après la transformalion x — 1 =x', cette équation devient 
/ , ^ e«-i A(x-\-i) 



a^{x + n)Q{x + \) 



+ 



ao(a? + n)Q(a:+l);rt=, 



2 y{^i + '^)<i{^-\- U ^i\ {^ > «). ) 



(29) 



Cette dernière formule a évidemment une relation étroite avec la formule 
importante (26) du susdit premier Mémoire de M. Dini et nous allons l'employer 
pour étudier les intégrales y{x) qui peuvent exister sous des hypothèses 
données pour une équation (9). Cependant, nous remarquons que jusqu'à 
ce point la signification précise de cette formule est celle d'une relation né- 
cessaire entre les coefficients donnés ao(aj), a^{x),,,, a^ (a?), l'intégrale y{x) 
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considérée comme donnée et une suite de n fonctions arbitraires z^ (x), 
z^{x),.., z^{x) quand on suppose, en résumé, que 

a) chacune des fonctions «o (^)» »i (^)v ^«(^); ^i (a?), z^{x),,.. z„{x) 
est définie pour toutes les valeurs entières de aj> un certain entier a>0, 

6) la fonction y (x) est une intégrale donnée particulière de l'équation (9) 
pour toutes les valeurs de a?^a, 

e) le coefflcient ao{x) ne s'annule pour aucune valeur de aj^a+1, 

d) on choisit les fonctions Zi (x), z^ (a?) . . . z^ {x) de manière que le 
déterminant Q (x) déflni par l'équation (26) ne s'annule pour aucune valeur 
de 05 > a + 1. 

5. Revenons alors à la formule (29). Enrempla^ant l'expression y (Xi+n) 
qui se trouve sous le signe de sommation par sa valeur déterminée par la 
ménie formule, nous obtenons la nouvelle relation pour les valeurs de a? ^a: 

, , . t^.iA(x + l) 

, 6%-. *€* A{x, + i)q{x-h\,x,) 

"^ao(a' + «)<?(* + !)«.=, a,{x,+n)Q{x, + i) ~^ 

De la mérae manière on obtient maintenant 

t,_,A{x + i) 



y{x + n) = 



a„(a5 + n)(?(a?+l) 
*«•» A{x, + i)q{x-{-i,x,) 



'&> A(Xi + lìq{x-{-l,x ,) 



a„ {x + n)Q{x-\- 1) a,;^« a, {x, -\-n)Q («, + 1) 

_, eLj **f/ g(a; + l, a;.) ^'^ A{ x*-{-\)q{x, + \, x^) 

~^a,{:x-\-n)Q{x^\)^^aa,{^i + n)Q{x,+ \) ^a a.(a5, + »)g(«j,+ 1) ' 



«1==; 

i 



g (a; 4- 1, jg») 



a» (a; 4- w) Q (a? + 1) *t=« <»<> ('»'+ ") <3 (*i+l) 
En general, après m applications pareilles de la formule (29) nous arri- 
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vons au resultai suivant dans lequel, comme dans les deux précédents, on 
suppose toujours que aj>a: 



4-, 



"f" ^(a;. + l)g(a;+l, a?.) , 

'a,{x + n)Q{x + ì) ^-^a a, («. + ») <3 (asi + 1) 

^ g(a;+l,a;.) "^■ ^(a;,+l)g(a;, + !,«?.) 



^ao(a;+»)Q(aJ+l)»;=„ao(a;,+»)Q(a;,+l)x,r« a, («.+») <?(«. + !) 
+ .... + + 



«."•+' 



g(a; + l, cg.) 



T 



g(a;, + l,aj,) 



ao(a5H-«)Q(a5+.l) ast^a ao(a'i+w)Q(a5.+l) ^<, a„(a5,+»)Q(a5,+ l) 
"^«f^-» g(a?,-»+l, a?,_.) "w-^-. ^(g?,+ l)g(ag^ - i+l, a;,) 



où 



gm-fl 



+ -B-(a5) 
g(a;+l, «:>) 



a^{x-\-n)Q{x-\-i) a,,^, ao(a;+w)Q(a5i+l) «^ ao(a5,+n)Q(a5,+l)' 



T 



g(a;,+l, a;,) 



(30) 






Par conséquent, nous arrivons au resultai suivant: si les fonctions 
^1» ^s> ^sv «» (q^i doivent satìsfaire aux conditions déjà spéciflées au § 4) 
sont telles qu'on a lira R„ {x) = pour toutes les valeurs de a? ^ a, alors la 

tM=00 

formule (30) foumit le moyen d'exprimer explicitement sous la forme d'une 
sèrie infinie convergente les valeurs que l'intégrale y {x) doit avoir pour les 
valeurs a5>a + n de x. 

De plus, il n'est pas difficile de montrer que cette dernière condition se 
presenterà dans tous les cas où l'on peut écrire, pour un choix donne des 
fonctions z 



q{x+\,x,) 
a,{x + n)Q{x+\) 



d = une constante indépendante 
;d<l (*) j de a; et a?,, 

a; > a, aJi ^ a. 



(e) 



{*) Nous indiquons toujours par |/| la valeur absolue ou le module de f suivant que f 
est réel ou complexe. 
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En efifet, la valeur de x étant choisle, représentons par >, la valeur ma- 
ximum de l'expression y (a?» + n) lorsque x^Xi<x. Nous pourrons donc 
écrire pour la mérae valeur de x 

\RA^)\<'^^d-^'K^{^) (31) 

où 

Mais, pour celle expression K^ (x) nous pouvons déraontrer l'équation 
suivante : 

^-. (^) = (^-^1 jl (33) 

En effet (en suivant le procès d'une induction mathématique) on a d'abord 
l'équation evidente 

K,{x)=x—oL+ì (34) 

landis que si l'on pose 

^--» (^) =Jl (aJ — a + m) (x — x+m-ì) ..{x-x+l) (35) 

on obtient 
^- («) = IT A'-' («) = -yi "5' (*> — «+"*)('«. -«+w- 1) ... («,- « + 1) = 



Xi=a 



mi a.^, 



= i 2 Z/.(ì^.-J)(i/.-2)...(i/.-»»+l). 
Mais, il existe la formule generale 

T 2/ . (y . - 1 ) (y ' - 2) . . . (y . - »» + 1 ) = 



comme on voit en écrivant 

2/i (Vi - 1) (i/ì - 2) . . . (^, _m + 1) = 



m 



qn: [(ì/^ + 1) y^ (^/t — i) . . . (ì^i — w+ 1) - «/» (i/, — i) . . {y,—m)]. 
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Ainsi, Texistence de la relation (35) nous permei d'écrire 

K" («') = (^qr-i) [y (y. - 1) • • • (y. - «»)J^__ 

1 

en d'autres termes, d'après l'équation (34) nous avons démontré la formule 
désirée (33). 

De la formule (33) nous avons maintenant 

^^(^)^(«'-« + '« + l)!_ 



{x — a) ! m I 

1 

= ^^^^{^ — ^ + ^^ + i) {^ - ^ + ^n) . , . {m+ i) 

de sorte que nous pouvons écrire pour une valeur quelconque de i»>a 



^-(^) = (i^jìjl+^»(«')Ì (36) 



où lim e^ (x) == 0. 



Par conséquent, en revenant à l'inégalité (31) et en nous rappelant que 
rf<;l nous arrivons à l'équation désirée lim R„,{x) = 0, x>(i. 

«f=00 

6. Dans tout ce qui précède nous avons suppose toujours que la fonc- 
tion y {x) qui joue le ròle d'intégrale particulière de l'équation (9) était don- 
née, c'est-à-dire, nous avons observé la condition (6) du § 4. Sous cette con- 
dition, les fonctions z,.{x) une fois choisies, les constantes e,, Cg,..., c„ qui se 
trouvent dans le déterminant A (x) sont déterminées complètement par les n 
équations suivantes: 

e. = IP...0 {x) A"- 1/ (a?) + p,,, {x) A"-' 2, (a; + 1) + . . . j 

..,+Pr.„^,{x)y{x + n—i)]^.a; r = l, 2, 3,..., n. ] 

Indépendannnent de tout ce qui précède, soit donnée maintenant une 
équation (9) et une suite de n fonctions arbitraires z,{x), z^{x)^...^ z„{x). 
Supposons que les coeflfìcients donnés ^o, ai..., a„ et les fonctions 5?,, ^a,..., is. 
satisfassent à la condition (a) du § 4 et que les conditions (e) et {d) du méme 
paragraphe soient satisfailes non seulement pour x^x + i mais aussi pour 
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x = <i, Enfin, supposons qu'il soit donne une suite de n constantes arbi- 
traires Ci, c^, Cs,..., c„. 

Alors, en vertu de l'équation (25) le délerminant P {x) défini par l'èqua- 
tìon (22) ne s'annulera pas pour x > a, En particulier, on aura P (a) - ;- de 
sorte que, les constantes c^ étant connues, le système (37) détermine d'une 
manière unique les valeurs des quantités a"-*i/ (a), a"-* y(a+l),..., i/(a+n — 1). 
Par conséquent, d'après la relation (1) on trouve directement que, sous les 
inémes conditions, les quantités i/(a), 2/ (a + !),.•• i 2/(«+^— 1) seront aussi 
dèlerminées et déterminées d'une manière unique. 

Geci dit, supposons encore pour fixer les idées, que la condition (e) du 
§ 5 soit satisfaite dans laquelle pour les fonctions données a-o, a^,.,.^ a„; 
Zi, 2?2v> ^n et pour les constantes données e,, c^, Cs,.|.., c„, l'expression 
q{x, Xi) est défìnie par l'équation (28). 

Sous ces conditions, nous allons montrer que la sèrie infinie 



Y(x)- ^.-1^(^+1) , 






e^yl (ce, + 1)3(07 4-1, a?,) . 



ao (x + n) Q{x+Ì) ;rt=a «0 (i»i -ì~ n) Q {x, + 1) 

e* 



+ 



a„ (a; + n) Q (ic + 1) 






g(d?+l. J^,) 






<-. 



jrj8j 



q(x+\, X,) 



ao {x + n) Q (x + 1) ^;^„ «« (^i f w) Q (i^i -r I) 
''^'^^ g(.r. M, a?,) -'•^'•^ ^1(^3^ 1L«('^±1'3). 

.ré'a «0 (^-2 -i- W) Q(X^-\-l} a-,St «o (i»8 ^- n) Q {x^ + 1) 

+ 



(38) 



convergerà pour toutes les valeurs de a* > a et sera telle que si nous po- 
sons y (x^ n) = Y (x) les valeurs de y (x) ainsi déterminées dans l'intervalle 
x>(x-^n avec les valeurs y {ol-\- n — 1), y {oL-{-n — 2),..., y (a) déterminées 
par les équations (37) constitueront une intégrale de l'équation donnée (9) 
pour toutes les valeurs (entières) de x^ol: c'est-à-dire, pour une telle va- 
AnnaJi di MaiemcUica, Serie III, Tomo XIII. 37 
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leur de x les expressions A"i/(a;), A"~* y (aj + 1),..., y{x + n) exisleront et 
vérifieront l'équation (9). 

Or, la valeur de x> ol étant donnée, la fonction — 7 . ! ^ / . — r 

= ao (aji + n) Q (flCj + n) 

considérée pour les valeurs de Xi dans l'intervalle a < a?i < a? aura une va- 
leur maximum {/., de sorte que le ni^*^ terme de la sèrie donnée, quand on 
le considère pour la valeur indiquée de x sera moindre en valeur absolue 
que d"*~* (A, K^ (x) où K^ (x) a la défmition (32). Ainsi, d'après la rektion (36) 
le méme terme devient moindre en valeur absolue que 

Il s'en suit que pour toutes les valeurs de m plus grandes qu'une certaine 
valeur m© et pour toutes les valeurs déjà indiquées pour x le méme terme 
est moindre en valeur absolue que G{x)d'^'^ {m — 2)'~*+*, G{x) étant indé- 
pendante de m, et puisque d<i\ cette expression est le m^^^ terme d'une 
sèrie convergente. 

Pour prouver que la fonction indiquée y (x) est une intégrale de l'équa- 
tion (9) il suffit de supposer que la sèrie (30) est convergente pour x>ol: 
c'est-à-dire, il n'importe pas si la condition speciale que nous avons signalée 
est satisfaite. 

Or, la sèrie étant convergente pour les valeurs de a? ^ a , on établit di- 
rectement pour les mémes valeurs de x l'égalité 



Sn-t 



2 i/(i»i + n)g(a? + l, x,) 



ao {x + n)Q{x + 1) ^ 
d'où on a pour les valeurs de a; > a 4- 1 : 

y^^ + ^-^)- a,(a, + n-l)9(a.) + 

Par conséquent, en substituant pour A (x) et q {x, Xi) leurs valeurs détermi- 
nées par (27) et (28), et en nous servant de l'équation (25), nous arrivons à 
la relation 

y{x + n-i) = ^^ {x>a + ì) (39) 
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où P (x) est le déterminant (22), tandis que P, (x) est le déterminant 

Pi.o Pui • • • Pi.— 8 *^i + c, 



PA^) 



Ps.O P«.l . . . Pi.«-2 *2+C2 
P«.0 P-.1 . . . Pn,n-2 ^n+Cn 



avec 



x,=^x-i 



^r{x)= 2 y{x,+n)Zr{x,); r=l,2, 3,.. 



m 



x^=a 



Gela pose, considérons le système de n fonctìons ìQo(^), ^i (^)v "^«.-i (^) 
dont chacune est définie (en vertu de nos hypothèses actuelles, et d'équa- 
tion (25)) pour toutes les valeurs de a? > a au moyen des n équations sui- 
vantes : 



Pi.o r^n-t (a?) +p,.i TI.-2 {^)-\ hPi.«-i ^0 (a?) = ^1 (a?) + Ct 

Pi.o ^«-1 (x) +p,., ^«-2 (a?) H hPi,,-! ìOo (a?) = Jfa {x) + e, 

Ph.o vi«_i (x) +jp„,, yi,_, (a?) H hp«.«-i TOo (a?) = JT, (x) +c. 



(41) 



1 la 



où Hr(<x) = (r=l, 2,... n) tandis que pour des valeurs de x>7. 
méme expression H^ (x) est définie par l'équation H^ (x) = ^^ (x). 

Or, nous avons d'abord pour la valeur speciale a; = a les équations sui- 
vantes : 

rio{^) = y{^ + n—ì), n, (a) = At/(« + n — 2), ) 

Yi,(aj = A^t/(«-f-n-3),... •n,_,(a) = A"-j^(a). ì 

En effet, les quantités t/(a), y(a + l),... t/(a + n— 1) étant détermi- 
nées par hypothèse de sorte qu'elles satisfont aux équations (37) on vérifie 
directement les relations indiquées (42). 

D'ailleurs, en se bornant aux valeurs de a? > a + 1 on trouve tout de 
suite d'après l'équation (39) que 



•fio{x) = y{x + n—i). 



(43) 



En méme temps, nous observons que toutes les diflférences A fi, {x) (s = 0, 
1, 2,... n — 1) existent lorsque a? > a + 1 parce que si l'on a en general une 
fonction u {x) définie pour les valeurs de a? > x + 1 il résulte de la défini- 
tion (1) que la différence A u {x) existe pour toutes les mémes valeurs de x. 
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Or, la r*^^ équatìon du systènie (41) est 

Par conséquent, si ron prend la première différence de chaqiie membre 
de cette équation, en se rappelant eri meme teiiips la formule generale 

A I u (x) V {x)\= u (x) A V {x) + A n (x) v {x -\- 1), 
il vieni 

Pr,o A TJ„_, {X) + p,.i A 71„_, (X)^ h Pr.H-1 A TJo (a?) + 

+ Ap,,o Tj„., (a; + 1) + Ap,,i 71,., (i» + 1) H f- 

+ ^Pr.n-i rio{x + i) = y{x + n) ^, (a?). 
De plus, si nous observons que Téquation (43) nous permei d'écrire 

y(a- + n) = 7io(ir4 1); (x^ol) (44) 

et si nous nous servons des définitions (IO), (17) et (19) cette dernière équa- 
tion devient 

^r Ciò A r._, (x) + [z, «1 — A p,.o] A r.„_2 (oj) + [^f, a, — A p,^,] A tj^., (u?) + 

+ .., + [z, a,_, — A p,,_,] A 7i„ (iij) + [5, a„ — A p.,_,] '/lo (u^ + 1) + 

+ A jp,.oVi.-i (a; + 1) +- ^ P..1 -/i^-a (a^ 4- 1) 4 h A p,,,.i n^{x+i)=0 

ou 

e 2?, + 9, A p,.,o 4- 6, Ai>,.i -j h 9_, A p,„., = ; (r = 1, 2,..., n) (45) 

où 

e = ao (>») A Yi„_i (j^) I- ai (ir) A -/i^.g (a?) 4 h«.-i (i>t') A yIo (x) + a, (x) n^(x + i) 

et 

0, =^«li(i^+l) — Avi,., (x) 

0, =r,„.,(aj-^ i)__^Y,^^^(;r) 



_i=yi.h(^ + 1)— Atti, {x) (4«) 



9.-2 =^2 (^ + 1)- A71 (x) 
e,._, =Yi, .(ir 4-1)— Ar,o (ir). / 

Mais, en se servant encore de la relation APr,,-i =^rG^, — Pr,, on volt 
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tout de suite que le discrìminant du système d'équations (45) se réduit à 

e _ P(x) 

" * / \ et, par suite (d'après nos hypothèses relatives à la fonction P {x)) ne 
do yx) 

s'annule pas pour a? > a. 

Ainsi, pour toutes les valeurs de aj>a nous aurons nécessairement 

e = e, = o, = ... = e_, = o. 

Après ces préparatifs nous sommes à méme de démontrer la relation 
generale suivante 

^r^^(x) = A'+' y{x+n — 8 — ì) (6 = 0, 1, 2,..., n—ì) (47) 

En effet, d'après les équations (42) et (43), nous avons tout d'abord 

'f\o{x) = y{x + n--' 1) ; (a? > a). 

Mais, il résulte de là (en reniarquant encore qu'en general, lorsque ti (x) est 
définie pour les valeurs de a?^a la différence Au{x) est nécessairement de- 
finie aussi pour les mémes valeurs de x) que 

Ayi^u?)^ At/(a5 4-n — 1) {x>x). (48) 

Or, en suivant le procès de l'induction mathématique, si nous posons 

A Yi,_, {x) = à''y{x + n — s); {x^ a) 

nous avons, en nous rappelant les équations (46) et 9^_, = 0, 

yì.{x-\- ì) = A" ij (x+ n — s) {x> a). 

Par conséquent, nous pouvons écrire 

7i,{x) = A''y{x + n—s — ì) {x>oL 4-1). (49) 

Mais, d'après les équations (42) nous avons aussi yi. (a) = A* t/ (a + n — « — 1) 
de sorte qu'au lieu de la relation (49) il existe la relation plus generale 

r,^ {x) = A'y{x + n — 8 — 1) (x> a). 

Gette relation est donc établie aussitót qu'on se rend compte de l'équa- 
tion (48). 

Mais, les relations (44) et (47) avec l'équation = nous donnent le ré- 
sultat désiré : c'est-à-dire, la fonction y (x) étant donnée de la manière indi- 



Digitized by 



Google 



284 



M. Walter B. Ford: Sur tea éqtiations linéaires 



quée plus haut, les expressions Ky{x)^ A"-* y (05 + 1),... Ay{x + n — 1), 
y{x-\-n) existent pour aj>a et satisfont à l'équation (9). 

7. Tout en conservant les hypothèses du dernier paragraphe, suppo- 
sons maintenant non seulement que les coefficients «o, aj, a,,... a, satisfas- 
sent aux conditions y introduites, mais aussi que la fonction 

Ao{x) = ao-ha,-\ h »« 

ne s'annule pour aucune valeur de oj ^ a. Dans ces circonstances, nous allons 
montrer que les raisonnements du méme paragraphe nous permettent de 
trouver non seulement des intégrales particulières de l'équation donnée (9) 
quand a? ^ a, mais aussi (les fonctions z^ étant une fois choisies) ils condui- 
sent à l'intégrale generale. En effet, supposons qu'on donne aux constantes 
Ci, Cj,... c« les w systèmes de valeur^ c^,,, c^.a,.-- c^.« (^= 1> ^v w) ^t que 
Vi {^)y 2/1 (^)v Vnix) représentent respectivement les intégrales particulières 
correspondantes pour x>ol obtenues de la manière indiquée dans le § 6 et 
supposons que le déterminant 



= 



C|.. 


61.. • 


• c,,« 


e... 


6,,. . 


. . c,^ 


6... 


c„,, . 


• • e... 



(50) 



ait une valeur differente de zèro. Nous pourrons alors démontrer que tonte 
intégrale de l'équation (9) pour les valeurs de x>(x, doit avoir la forme 

y (x) = &1 y, (x) + k,y^{x)-{- ... + K yn {x) (51) 

où &,, &tvj K sont des constantes (indépendantes de x) et pas toutes égales 
à zèro. 

Pour prouver cela commengons par rappeler encore que les intégrales 
yr{x) satisfont aux équations (37). Ainsi, on trouve que le déterminant C 
peut se transformer dans la forme 

= P(a)Z)(a) 

OÙ P {x) a la sìgnification ordinaire, tandis que D (a) est le déterminant 

A"-'j^,(«) A-»i/,(«+l) . . . y,(a + n-l) 
^-'y,{oL) A-*y,(« + l) . . . y,(a + n-l) 



Z)(a) = 



A"-^J/«(a) ^"-'2/«(« + l) . . . y«(« + n — 1) 
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De plus, ce dernier déterminant, quand on substitue pour les différences 
successives leurs valeurs déterminées par la formule (1) prend la forme 

2/1 (a + n — 1) yi{x + n — ^) . . . y, (a) 

y^i^ + n—i) y,{x + n — %) . . , y, (a) 



/)(«): 



(52) 



yn{^-hn—i) t/« (a ^ n ~ 2) . . . y, (a) 

Il résulte donc, d'après l'hypothèse C =- que nous pbuvons écrire 
2)(a)=|-0 où Z)(a) est défihi par l'équation (51). 

Cela pose, il convieni d'établir les deux lemmes généraux suivants: 

Lemme I: Soit donnée une équation linéaire aux différences finies (9) 

dans laquelle les coeflRcients «o, ai,... a^ soni définis pour toutes les valeurs 

(entières positives) de i»> un certain entìer a^O. Soit aussi j/i (a?), ^«(a;),... 

y„ (x) n intégrales particulières de cette équation pour x>ol, Enfin, suppo- 

sons que l'expression A^ (x) = a^ (x) + «i (a?) H (- »„ (^) ne s'annule pas 

quand x>ol. Alors, la condition nécessaire et suffìsante pour que les inté- 
grales indiquées soient dépendantes linéairement, c'est-à-dire qu'on ait pour 
toutes les valeurs de x>(x. la relation 

^1 yi (i^) + ^8 1/« (i») H \-Kyn(^) = 0; (Xi , X, , . . . \ comtantes) (53) 

est que le déterminant (52) n'a pas la valeur zèro. 

Or, il résulte tout de suite des propriétés bien connues des déterminants 
que la condition indiquée est nécessaire. Pour voir qu'elle est aussi suffì- 
sante nous observons d'abord que, en vertu des remarques générales du § 2 
l'équation (9) peut s'écrire sous la forme 

Ao{x)y{x + n) + A,{x)y{x + n—i)^ hA^{x)y{x) = (54) 

où les coefficients A sont liés par une relation linéaire aux coefficients a et 

où, en particulier ^o = »o + oti + a^ H \-a„. 

Or, si le déterminant (52) est égal à zèro, nous savons bien qu'il existe n 
constantes X,, X,,... X^ pas toutes égales à zèro de sorte qu'on a 

X, t/i {x) 4- :x, t/, (aj) + . ; . + X, y„ (x) = ) 

1 (55) 
|a? = a, a + 1,..., « + n— 1|. ) 

Mais, en general, si Fon peut écrire 

Xi yi (x) + X, y, (uO H h Ky^ {x) = \ 

\^ = lh P+1,-.. p + n—i\ : (56) 
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alors (en se rappelant que ^o (^) = '= 0, a? ^ a) on a la méme relation aussi 
pour x=p + n cornine cela resulta de l'équation (54). 

Par conséquent, en commenganl de l'équation (55) nous pourrons écrire 
sous les hypothèses actuelles la relation désirée (53). 

Lemme IL Soit ?/i (a?), ì/ii-r),... y^{x)n intégrales linéairement indéperi- 
dantes de l'équation (9) pour x^ol. Alors, en supposant que les coeflBcienls 
salisfont aux conditions du lemme précédent, toute autre intégrale de la méme 
équation pour ces valeurs de x peut s'écrire sous la forme 

ij {x) = k, y, {x) ^- fe, y^ (x) -\ h *,. y« {x) ; (fr, , fc, , . . . K consta ntes), (57) 

En effet, considérons le système de constantes A:,, fc^,... k„ déterminé 
par les équations 

y (a -f- 1) = k, y, {x + 1) ^ ft, //, (a +^ 1) 4 r K !/« (^ + 1) i 

(58) 

y(x-\ n — ì) = k,y, (x + n - ì) -i-k,yA^~\- n - 1) 4 • • • + \ 

4-A„l/(a + n-l). / 

Or, le discriminant de ce système (([ui n'est autre chose que le déter- 
minant (52)) est différent de zèro suivant nolre hypothèse, de sorte que 
ces constantes k existent et sont déterminées d'une manière unique. Mais, 
si l'on substitue dans l'équation (59) les valeurs de ?/(«), ^(a + l),... 
y{^-\-n — 1) données par les équations (58) il résulte directement d'après 
la condition Ao(x) -^-0, x>(x, que 

7/ (a t 1/) = A:, ?/i (a 4 H) \ k.y^(x \ n) \ r Ar„y, (a + n). (59) 

Enfin, en employant les valeurs de z/(a-rt), 2/(^ + 2),... i/(a + H) dé- 
terminées par les équations (58), (59) on arrive à un résultat correspondant 
pour l'expression y (a + n-f- 1) et en continuant de la méme manière on ar- 
rive évidemment à la relation désirée (57). 

Revenons donc aux remarques que nous avons faites au commencement 
du paragraplie. En rappelant qu'on a pour les intégrales 2/1 (a^), y^(x)^... 
y„ {x) rinégalité 2> (a) où I) (a) est défmie par l'équation (52) il résulte 
du lemme I que les mémes intégrales sont linéairement indépendantes dans 
l'intervalle a; > a. De là, en appliquant le lemme li, nous arrivons mainte- 
nant à l'équation désirée (51). 
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Enfin, nous observons que l'intégrale y (a?) que nous avons obtenue dans 
le § 6 et qui contient les n constantes arbitraires e,, e,,... c„ représentera 
elle-méme l'intégrale generale pour les valeurs de x>(x. lorsque (outre la 
condition indiquée plus haut relative à l'expression Ao {x)) les intégrales 
particulières i^,, i/s,.-- Vn correspondant aux n systèmes de valeurs 

1, 0, 0, 0,... 0; 0, 1, 0, 0,... 0; 0, 0, 1, 0, 0,... 0;. . .; 0, 0, 0,... 1 

existent pour toutes les valeurs x dans le méme intervalle. En eflfet, d'après 
ce que nous venons de dire, les mémes intégrales formeront un système 
fondamental pour l'intervalle oc > a. De plus, quand on développe chacun 
des déterminants A{x-{-ì), A {x^ -{-!);... A{x„ + Ì) par rapport aux élé- 
ments de la dernière colonne l'intégrale y (x) du § 6 prend la forme 



y (x) = fc, y, (x) + ft, y, (x) + 



K {x\ 



les constantes k étant arbitraires. 

8. En résumé, nous pouvons donc énoncer le théorème general sui- 
vant: 

Théorème I. Soit donnée Véqtiation linéaire aux différences finies 

ao {x) A" y (x) + a, (x) \'"' y{x + ì)-\ [~a,{x)y {x + n) = 

les coefficients étant définis an nioins pour toutes les valeurs entières positives 
de x> un certain entier a^O, et le coefficient ao{x) ne s'annulant pour au- 
cune des mémes valeurs de x, 

Choisissons maintenant un système quelconque de n fonctions z^ (a;), z^ (a?), 
z^{x)y... z^ix) dont chacune est définie au moins pour toutes les valeurs en- 
tières positives de x^ol tandis que le déterminant 



Q{x) = 



Z, àZ, A^ Zi . . . A** * Zi 
Z^ A Zi A'^j . . . A"~^i2?8 



A Z^ A' Z^ 



A"-* «. 



ne s'annule pour aucune des mémes valeurs de x. 

En méme temps^ choisissons un système de n constantes arbitraires Ci, e,. 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 38 
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Ca,... On et formons les déterminants 



A{x) = 



q {x, X,) = 



01 àZi à^ Zi . . . A" • Z^ Ci 

Zi Az^ A* 0j . . . A"~' Z^ Cj 

Z à Z A* Z . , . A""' Z C 

Zi A Zi \* Zi , , , A"~' Zi fi (Xi) 



2J, A z^ A* 2J. 



A-*^. fMÒ 



ou 



fr{x) = z^a„~A\z,.a^_i\ + A'lz^a„_i\-ì h(— 1)" A-^i ao ! ; 

r = 0, 1,... n 
ef posons 

^^•^'^^^-ao(a^. + n)Q(a;i + l)' ^V^'^>^- a^ (a?. + n) Q (a^i + 1) 
Enfin, formons la sèrie infìnie 



ot* 



iri=a jr^saa 






et supposons que cette sèrie soit convergente pour toutes les valeurs de x>ol 

q{x + ì , Xi) 



ce qui a lieu en particulier si 



^ rf <; 1 lorsqus a? ^ a, 



ao{x + n)Q{x+l) 
Xi^Qi, d èta/nt une cow«tonfe j . 
AlorSy le système d'èquations 

Cr = b..o A"-* y (x) + p.,1 A- » t^ (a: + 1) H h P.^-i y{^+n-ì)]^; 

r=l, 2,... w 
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ou 



p^,. = z^{x)a.{x)-A\z,{x)a._,{x)\^ \-{-iyà'{z^{x)ao{x)] 



détermine d'une manière unique une valeur pour chacune des expressions 
A*~* y (a), A""* y (a + 1),... j/ (a + n — 1) et par conséquent, pour chOfCune des 
expressions y (a), t/ (a + 1),... j/ (a + n — 1) et la fonction y (x) qui prend ces 
valeurs da/ns V intervalle a^a5<a + w — 1 et les valeurs y{x)= Y{x — n) 
dans Vintervalle a? > a + w sera une intégrale de Véquation donnée pour toutes 
hs valeurs de x'^ol. 

De plus, cette intégrale sera l'intégrale generale pour les mémes valeurs 

de X lorsque Vexpression ^o (^) = ^o (^) + »» (^) H \-<^n (^) *^ s'annule 

pour aucune des mémes valeurs de aj, tandis que les intégrales particulières 
yi{^)'> y%{^)ì'" Vni^) <l^i correspondent aux n systèmes de valeurs 

1, 0, 0, 0,... 0; 0, 1, 0,... 0;...; 0, 0, 0,... 1 

des constantes Ci, Cj,.-- c« existent dans le sens indiqué plus haut. 

Ce théorème, bien que compliqué, a évidemment une grande généralité, 
surtout parce qu'on peut choisir les fonctions auxiliaires Zi^ 2?,,... z^ d'une 
fagon bien arbitraire. En effet, on peut ordinairement choisir ces fonctions 
d'un nombre infini de manières, à chacune desquelles correspond une expres- 
sion de la forme indiquée pour l'intégrale generale de l'équation donnée (9). 
En méme temps, il résulte de cette liberté de choix qu'on peut obtenir sou- 
vent l'intégrale generale sous une forme speciale, qui met en évidence di- 
rectement ses propriétés les plus importantes. 



Le deuxième théorèms, 

9. En dehors du théorème du paragraphe précédent, nous désirons 
établir un autre théorème general qui se prete surtout à l'étude des inté- 
grales d'une équation (9) quand on les considère pour les valeurs très grandes 
de l'argument x. 

A cet eflfet, revenons à l'équation (9) et posons encore les hypothèses 
du § 3 relati ves aux coefficients ao, a^^... a„ ei h l'intégrale y{x). D'ailleurs, 
ayant choisis la fonction z (x) comme dans le cas précédent, choisissons en- 
core un entier positif, arbitrairement grand p. 
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Alors, nous pouvons écrire évidemment pour toutes les valeurs de x {x 
entier positif, comme toujours) dans l'intervalle « < a? < p — 1 : 

Z ' ^ (^t) [»o («5) A" y (X,) + a, {x,) à^-'y{x, + l)-\ h 

+ cin {x,) y (x^ + h)] = 0. 

Comme dans le cas précédent, consìdérons maintenant le terme 

Or, en general, u (x) et v (x) étant deux fonctions définies dans rinterrai 
a<a5<p on peut écrire pour toutes les valeurs de x dans l'intervalle plus 
petit a < 05 ^ p — 1 : 

2 n (x,) A V {x,) = u {x.) V {x,) — 2 '- ('^' ^ 1) ^ " (-^'O- (60) 

En eflFet, sous les hypothèses indiquées, chacune des différences Am(ìk), 
^v{x) existe pour toutes les valeurs de x dans Tintervalle x^ìt^P— 1 et, 
par conséquent, il est de méme pour Texpressìon u {x) a v {x) + v{x-\-i) àu (x). 
Nous avons donc pour toutes ces valeurs de x 






2i [m (x,) à V (x,) -\- V {xi 4- 1) A ?i {X,)] = 

= '^^£\u {Xi + 1) V (X, f 1) - W (X.) V (X,)] = 

Xi=X 

= U{^)V{^) — U {X) V{x) = \u {Xi) V {X,) ' , 

d'où Fon déduit immédiatement la formule (60). 

Nous obtenons donc dans le cas actuel pour toutes les valeurs de x 
dans l'intervalle « < a? < p — 1 l'équation 

"'"£' ^ (a^O a. {^ò ^""" y (^1 +r) = \Pr {xdT'^\ 
+ (-l)"-'""l'*t/(«',+«)A"-'l«(«.)»r(a;.)l; r = 0, 1,... n-1, 
l'expression Pr{x) étant définie par l'équation (14). 
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Par conséquent, en suivant encore de proche en proche les raisonne- 
ments du § 3 nous arrivons à la relation 

p, (x) A- 'yix)+p, (x) A-» y (a, + 1) + . . . + p._. (a;) «/ (a; + n - 1) = 

les expressions po» Piv P» ^t Z{x) étant données comme dans le cas précé- 
dent par les équations (16), (17) et (19) tandis que pour la constante e on 
a maintenant 

e = [Po A"-« y (x) +p, A-» y{x+A)-\ h Pn-^ y{x + n- 1)1,_^ . (61) 

Cela pose, répétons les opérations du § 4 avec les modifications qui se 
présentent naturellement. Ainsi, choisissons n fonctions arbitraires z^^ 2?,,... 
z^ et considérons le système des n équations 



p.,0 y y {x) +i>.., ^-' y (x + I) H h 

4 Pr.H-i y{x-\-n'-\) = 

r = 1, 2, 3,... n. 



' ii 2/ (-^1 + n) Z, (;»,) + e. 



Supposons maintenant que, les fonctions z étant choisies de la manière 
indiquée, le déterminant P{x) donne par l'équation (22) ne s'annule pas 
lorsque u? ^ a. Nous pourrons donc écrire (en particulier) pour toutes les va- 
leurs de x dans l'intervalle a ^ a; < p — 1 : 



' (a? + n — 1) = 



P(X) 



ou P« (x) représente maintenant le déterminant 



Pn{x) = 



J-. =1/5-1 



P1.0 J>i.i . . . JP1.-8— JS y(A + H)Z, (j?,) ^-Cl 



a-.rzVJ-l 



P«.0 JPm . . . Pn.n-2— 2 y{j(^l-Ì-n)Z^{X,) + C„ 



(62) 
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ou 



où 



Qn{x) 



Pn {x) = £16,... e._, a. (x) a^(x~\-\).,.a^(x + n— 1) Q, {x) 
z, àz^ A' i?! . . . A" ' 2?i — 2i 1/ (-^^i + *0 ^1 (^1) + ^i 
z^ àz^ A* ;?, . . . A"- ^ z.,— 2i y {x, + n) Z, (aj^ + e, 

2, A «. A' ^. . . . A-' «„ - "'"^è"' «/ (;». + n) Z, («,) + e. 

En vertu de l'équation (25) on peut remplacer la condition P (x) =|- 0, 
x>x par l'autre Q(a;)=-|-0, aa{x)^'=0, x>x et si nous posons maintenant 

z, A2, . . . A" "2, Z, (a?,) 

^. A2, . . . A"-' 2, Z,{x,) 



q {x, a?,) = 



(63) 



z„ Az, . . . A-'2. Z,(a!.) 
nous avons maintenant pour les valeurs de x dans l'intervalle a < a? < p — 1 : 

(64) 



i/(a; + n— 1) 



«0 (» + n — 1) Q (a;) 

+ a, (;. + >;-!) 9 (u.) 'X'^ (^' + "^ ^(•"' ^'^ 

OÙ les expressions Q {x) et ^ (a?) ont les signifìcations signalées dans le cas 
précédent, c'est-à-dire, ils ont respectivement les défìnitions (26) et (27). 

La formule (64) peut s'écrire aussi sous la forme suivante, en supposant 
maintenant que x est dans l'intervalle a — l<a?<p — 2: 



^<" + ")- a,(. + n)Q(.|l) + 



4- 



"IT £ yi^'i -\-n)q{x->r1i, x,). 



(65) 



ao {x + n)Q{x + i) ;r,.^i 
Par conséquent, on obtient aussi pour toutes ces valeurs de x: 

X £« 1 ^^ (^^- 1) 

^(•-+») = a„(x+n)Q(. il) + 



£2 



1=/-^ ^l(a?, + l)g"{^+ 1, X,) . 



a-o (j-;4- H) Q {X -t- 1) .r,=^+i ao (-«'i + h) Q {x^ -j- 1) 



g(a; + l, yQ 



ao{x+n)Q{:x+l) ar^rS'+i ao(^x + >*) 0(^1 + 1) a^«i+i 



1"' 2/(^.-1 



f *^) g (j?i + 1, x^). 
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Plus généralement, si nous posons 

^' '^ aAx. + n)Q{x, + i) ^^'^''''^- a,{x,+n)Q{x, + ì) ^^^ 

nous obtenons la formule generale suivante qui est valable pour toutes les 
valeurs de x dans Tintervalle a— l<a5<p — 2: 

+ eU Z 2' * (^» a?,) V (X, , aj,) + 



Xjrsij+l a%,=ar,+l 



x{=^-ì av=^l a^asg—1 

+ ei-i 2 2 2 * (^» «'i) * («^1 » ^0 V (05, , X,) 4- 



+ 



3',=aEvfl av=«i+l a'3=a'»+l 



(67) 



où 



• • • * («— . ; ««.-.) V («»_. , »„) + er-, -B» («)] 



. . . 4> {x^_, , a;^) t/ (aj^+i + n)q {x^ + 1, 05^+,)- 

En^étudiant ce resultai, il est important de remarquer une dififérence 
essentielle entre cette dernière relation et la relation correspondanle (30). 
Dans la relation (30), on peut donner une valeur aussi grande qu'on veut 
au nombre m mais cela n'est pas vrai dans le cas actuel. En eflFet, la valeur 
de X étant donnée, pour calculer les diverses limites inférieures des somma- 
tions qui se trouvent dans l'expression plus haut il faut déterminer un sy- 
stème de valeurs a?,, aj^,... x^^^ au moyen des équations 

Xi = X -[-1 

X^ = X^+Ì i ^gg^ 



aJ^+i = i»«. + 1 
et en méme temps on doit avoir 



X, 



■m+l 



<P-1. 



(69) 
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Ces relations (68) et (69) conduisent immédiatement à la seule relation 
05 < p — m + 2 relative aux quantités p et m de sorte que, ^ et x étant choisis, 

il faut prendre 

m < p — a? + 2. 

Cependant, la valeur de m sera sans restriction, cornine dans le cas pré- 
%' cédent, si Ton peut prendre dans tout ce qui précède p = cx), mais il est 

évident qu'on ne peut pas faire cela et en méme teraps étre assuré que le 
second membre de l'équation resultante (67) ait une signification sans poser 
d'autres conditions sur les fonctions a©, aj,... a^; jgr,, z^^,.. z„ et l'intégrale 
donnée y (x). En méme temps, il n'est pas important, dans le but que nous 
poursuivons de spécifier ce que ces conditions doivent étre. En efifet, la for- 
mule (67) une fois trouvée coni me conséquence nécessaire de nos hypothèses 
actuelles, elle ne fait maintenant qu'inspirer les considérations suivantes qui 
correspondent à celles du § 6. 

9. Sans regard, alors, aux hypothèses spéciales des paragraphes pré- 
cédents, revenons à l'équation donnée (9). Supposons que les coefficients 
ao, ai,... cùn satisfassent aux conditions indiquées au commencement du § 3 
et que ao{x) ne s'annule jamais pour x>oi, Ghoisissons maintenant un sy- 
stème quelconque de n fonctions Zi{x), Zi{x),,.. ^ni^) telle que 

z^{x) (r = l, 2,... n) 

est définie pour toutes les valeurs de x><x. tandis que le déterminant Q {x) 
défini par l'équation (26) ne s'annule pour àucune des inémes valeurs de x. 
Enfin, soient données n constantes arbitraires Ci, Cj,... c„ . 

Sous ces hypothèses, les expressions A {x) et q («, a?,) définies respecti- 
vement par les équations (27) et (63) auront évidemment une signification 
lorsque a? > a, a^i > a de sorte qu'il en sera de méme pour les expressions 
^ (a; + 1), g (a; + 1, Xi\ ^ (aj, aj^), V (a?, a?i) lorsque a? > a — 1, a?i > a. 

Cela pose, considérons la sèrie infinie suivante (qui se présente natu- 
rellement si l'on a égard aux résultats du paragraphe précédent) 

^(«') = aA^ + nihi^ + i) [M^+^)+u,i^)+u.{x)+...+uÀx)+...] (70) 



où 



w«(a5) = Ci 2 21 ••• 2 <P{X, X,) ip{x,, X^) 
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Les fonctions «o, »i,-.. »„; «fj, 2?,,... «^ etles constati tes e,, Cj,... c« étant 
ainsi données, supposons maintenant que pour les valeurs de x>Xo>ol—ì^ 
Xo étant une constante suffisamment grande, les conditions suivantes soient 
satisfaites : 

a) chacun des termes u^ (x) a une signification ; 

6) la sèrie | Mj (a?) | + | te, (a?) | H \-\u^{x)\ + ' • - converge vers une 

limite V (x) telle que la sèrie 

converge aussi. 

e) la sèrie Y{x) (qui convergerà certainement sous les conditions (a) 
et b)) est telle que chacune des expressions 

2i Y{x,)Z^ix,) (r=l, 2,... ») 

a une signification. 

Nous allons montrer que sous ces conditions la fonction y{x) dèfinie 
pour toutes les valeurs de x>Xo + n par la formule y{x)= Y{x — n) sera 
une intégrale de l'èquation donnée (9) pour toutes ces valeurs de x, 

Pour le voir, nous observons d'abord que l'èquation (70) nous permet 
d'ècrire lorsque x>Xoy x^>x^\ 



Y (x,) q{x + \, x,) = z„_, ^V (x, X,) + e„_, ^ ^- (^•) ^ (^' ^^)' 

Par consèquent, en reprèsentant par p une constante >a?o nous pouvons 
ècrire aussi pour les valeurs de x>Xo: 

"^ Y{x,) q{x + 1, X,) = e_, "2^ W {x, x,) + 






Or, quand la quantitè p augmente indéfiniment le premier terme du se- 
cond membre de cette èquation tend vers la limite Wi (x), En méme temps, 
le second terme du méme membre prend la forme d'une sèrie infinie doublé 
dans laquelle on peut intervertir l'ordre des sommations. 
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En effet, cette dernière propriété résulte d'un théorème bien connu (*) 
relatif aux séries infinies, quand on observe que sous les hypothèses actuelles 
la sèrie 

tN=oo msoo 

2 \u^{x^)^{x, x,)\ ou \4»(x,x,)\ ^ \u^{x,)i 
converge à une limite | * {x, a?,) | U{Xi) telle que la sèrie 

converge aussi. 

Nous aurons donc pour toutes les valeurs de x>Xo 

2 Y (ic.) q{x-\-ì, X,) = M, {x) + e„_. 2 ^ " C-^») * (*' '*'') = 



= 2 u,{x) = t„_,ao{x + n)Q{x + i)Y{x)-A{x-hì) 

miai 

d'où il résulte encore que 



I (71) 



Or, en posant y{x)=Y{x — n) ou y{x + n) = Y{x) la relation (71) 
nous donne 

/ , A\ 8»-l -4 (X) 

+ a,{x + n-l)Q{x) X ^ ^"'' + "^ * ^"'' '''^ (* ^ «'o + D 

d'où, en substituant pour les expressions A {x) et q {x, Xi) leurs valeurs telles 
qu'elles sont déterminèes par les équations (27) et (63) et en se servant de 



(*) Voir par exemple : Goursat, Cottrs d'Analyse, tome I, p. 401 (Paris, 1902). 
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l'équation (25) il vient 



y{x + n-l) = ^ {x>x, + i) 



(72) 



l'expression P{x) élant donnée par le déterminant (22) tandis que l'expres- 
sion P„ (x) est le déterminant 



Pn{x) = 



a?i=oo 



P..0 Pm • • • P«.«-2— 2 y(a5i + H)Z5,(a?,) + c, 



a^i^rj? 



aj^oo 



qui a certainement une significatìon quand x>Xo + l d'après la condition (e) 
posée plus haut. 

L'équation (72) une fois établie, nous allons considérer (comme dans 
le cas précédent) les n fonctions vio(£c), vi, (a:),... vi„_, (aj) dont chacune est 
définie (en vertu de nos hypothèses) quand a? ^ a^o + 1 au moyen du sy- 
stème suivant: 



Pr.O f^n-i (a?) + J>r.l ^^h -2 (i») H h ^,.«-2 ^^ 1 {^) + Pr,n-1 ^^0 {x) = H^ {x) + C, 



où 



r=l, 2,... n 

• //, (a?) = - '5" » («'i + ^) ^r (^ì). 
Nous aurons d'abord 

f^o{x) = y{x + n— 1) (a? > iCo + 1). 



(73) 



(74) 



En méme temps, d'après la définition (1) on peut dire que chacune des 
expressions Avi. (a?) existe quand x>Xq-\-\ parce que les fonctions 'f\,{x) 
elles-mémes existent pour les mémes valeurs de a?. 

Prenons donc la première différence de chaque membre de la r^*~* 
équation du système (73). Ainsi nous obtenons pour toutes les valeurs de 
x>x^-\-\ regalile 

Pr.0 A TQ,_, {x) + p,^, A Yi„_, (aj) H h p,.,_i A Yjo (a?) + 

+ ' l>r.oì^«-i(a?+l)+Ap,,,n,_,(aj+l)+ • • , -\-^p,^„_,r,,{x+\) = y{x-^n)Z,{x). 
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Mais, d'après l'équation (74) nous pouvons écrire quand x>Xo, 

Par conséquent, en rappelant les définitions (16), (17) et (19) nous avons 
maintenant pour les valeurs de a?>a;o + l 

Zr Ciò A '^n-l («) + [^r », — à Pr.o] ^ ^«-l (i^) "T- [^r «2 " ^ i>r.l] ^ '^^n -» (j^) + 

+ .... + [z, a,_, — A p^ ,,__,] A yjo (ir) + [z, a« — A p,,,_ J tQo {x -f- 1) + 

+ A Pr.o -Ih-i (a? + 1) + a p,,, n,_, (ic) H -h A p,,„_, yio (a; + 1) = 

ou 

6 ^.. + e, A p,,o + ^ A p.., H h e„_, Ap,,_, = 0, 1 

( r=l, 2,... H, [ (75) 

f aj^a?o + l. / 

où 

e = ao (ir) A r,,_, {x) + a, (dj) A r,,_, (ìt) H f- a,_, A -/io (x) + a. (ir) n, {x + 1) 

et 

9i=•1.-l(^^-I) — A-/i..,(ir) 

^ = '^»-«(^4-1)-Ay),._3(x) 
0.._,_, = rì,j.,(iC + l)-Ar,,(x) 

9«-i=-fli(^+l) -Ayio(^')- 

Mais, en se servant encore de la relation Ap^._i = 2?^a, — p^,, , il vient 
(comme dans le cas précédent) que le discriniinant du système (75) ne s'an- 
nule pas lorsque x^x^ + ì de sorte que pour les mémes valeurs de x on 
a nécessairement 9 = Oi = 9, = • = 6^_, = 0. 

Gela pose, nous allons démontrer la formule 

'n.{x) = ^'y{x + n -8 — 1); x^Xo + s+1. (76) 

En effet, si nous posons 

Tfi^i (ir) = A*-* y {x-\-n — «), ir > ìTo + « 
nous obtenons 

A Tfi^j {x) = A' y{x-\-n — 8)y x>x^ + 8 
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et puisque 6„_,_j = nous pouvons écrire aussi 

•/\,{x-\-ì) = à'y{x + n — s); x>Xo-\-s 

't\^{x) = ^'y(x + n — s — 1) ; x>Xo + s+l 



0X1 



ce qui est la formule indiquée (76). Gette formule sera donc démontrée aus- 
sitót que nous prenons en égard l'équation (74). 

En particulier, il sufiBt de prendre x>Xo-i-n pour écrire 

AYi.(ic) = A-+^y(a; + w-«-l); s = 0, 1, 2,... (n - 1), 

de sorte que, en vertu de l'équation 6 = 0, on a pour toutes les valeurs de 
x>XQ + n la relation désirée 

ao (x) A" y {x) + a, (x) A""^ y{x+i)-] \- a„{x) y {x + n) = 0. ' 

10. Supposons maintenant remplies non seulement les conditions du 
dernier paragraphe, mais encore la suivante : la fonction 



Ao (x) = a^ ix) -+- «2 {x) 



Ct'n (X) 



ne s'annule pour aucune valeur de x> une certaine valeur fixée Xo . Avec 
ces hypothèses, nous pouvons démontrer (les fonctions z^^.z^,... z^ ime fois 
choisies) que si Fon choisit n systèmes de valeurs c^,i , c^^j,... c^,» (^= Ij % 
3,... n) pour les constantes Cj, Cj,... c„ de sorte que le système particulier 
Cr,i, c^.«,... Or,n correspoude à l'intégrale yr{x) {x^Xo,r + '^) et si en méme 
temps le déterminant (50) est différent de zèro, alors les n intégrales t/i (a?), 
yj(a?),... yn{x) constituent un système fondamental d'intégrales pour toutes 
les valeurs de a? >^ Xo , Xo étant une quantité quelconque, fìxée et au moins 
aussi grande que la plus grande des quantités ajo.i + n, a?o.a + w, . . . a?o,« + n, a?o . 
Pour prouver cela, il sufflt évidemment d'après les deux lemmes du § 7 
de montrer qu'il existe une valeur fixée Xo qui satisfait aux conditions in- 
diquées plus haut et en outre est telle que le déterminant 

t/,(Xo + n-l) i,,(Xo + n-2) . . . y,{X,) 
t/,(Xo + n-l) t,,(Xo + w-2) . . . t/,(Xo) 



y^{X,+n-ì) y„(Xo + n-2) . . . y.(Xo) 
est dififérent de zèro. 
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Or, d'après les considératìons du dernier § on sait que pour a;^a?o,rH- w 
l'intégrale t/r(i») est telle qu'on a les n équations suivantes: 



X{=:x 



c,,r = p»,. A" ' y, (se) I !>,,, A"" y, (ic + 1) H -f- 

+ i>,.»_, »/.(iC + n— 1)+ ^ 2/ («, + ») ^. (as.) 

On.r=Pn,0 A""' «/, (Oj) + P„,, A""* ^^ (iC + 1) H h 

4-P..H-, i/r(ic + n— 1)+ 2 2/ (^, + w) Z, (a?,). 

Mais, en donnant dans ces équations à x une valeur suffisamment grande, 
chacune des soramations qui s'y trouvent devient aussi petite qu'on veut en 
valeur absolue: cela résulle, en eflfet, de l'hypothèse que nous avons faite 
relative à l'existence de ces sommations. Par conséquent, en prenant x suflB- 
samment grand, le déterminant C qui est définie par (50) diffère aussi peu 
qu'on veut du déterminant obtenu de (50) en y remplagant l'élément c^^ par 
l'expression 

Ì>.,o A" / y, {x) + p„, A" ■ y,(x+l)-{ r p — , y{x + n — l), 

En d'autres termes, pour x suffisamment grand nous pouvons écrire 

C = P{x)D{x) + z{x) (77) 

où P{x) a la signifìcation usuelle et D{x) est le déterminant 

A" ' y, (uO ^-'y, {X 4 1) . . . y,{x^n- 1) 

^"-'y,{x) A-^v, (0^+1) . . . y,{x + n-ì) 



D{x) 



A'-*i/.(.r) A-^y,.!;» 4 1) . . . yAx + n-\) 

y,{x + n — \) y, {x -f- h - 2) . . . y, {x) 



y^{x + n — \) f/g(a7 + n — 2) . 



yA^) 



yA^ + n—ì) y„{x + n — ^) . . . y„{x) 
et où l'expression e {x) est telle que lini e (x) = 0. 
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Cela pose, donnons à x une valeur Xo plus grande que n'importe quelle 
des quantités »o.i+n, a?o.j + n,... a;o,« + n, Xo et en méme temps telle que 
I £ (Xo) I < 0. Alors, non seulement nous serons assurés que toutes les fonc- 
tions ìfrix) sont des intégrales de Féquation donnée (9) lorsque x>Xo et 
pour les mémes valeurs de x que Ao {x) -|= 0, mais encore nous aurons, d'a- 
près l'équation (77), 

P{Xo)D{Xo) = M 

où M est une constante differente de zèro. 

Ainsi, en rappelant que la quantité P (Xo) est finie, nous avons D (Xo) =|= 
de sorte que nous arrivons au résultat indiqué. 

Enfin, on peut répéler ici les considérations qui se trouvent à la fin du 
§ 7, excepté qu'on reniplace maintenant Tintervalle a? > a par l'autre ce > Xo . 

Les résultats des trois derniers paragraphes nous permettent d'énoncer 
le théorème general suivant: 

11. Théorèmb il Soit donnée Véquation linéaire auix différences finies 

a,{x)A"y{x) + a,{x)à'' 'y{x + ì)-^ \-a„{x)y {x-\-n)=0 

les coefflcients étcmt définis au moins pour toutes les valeurs entières positives 
de x'> un certain entier « > 0, et le coefficient ao (x) ne s'a/nnulant pour au- 
cune des méìues valeurs de x. 

Choisissons maintenant un système quelconque de n fonctions z^ {x\ 
«?, (x) , . . . z^ {x) dont chacune est de finie au moins pour toutes les valeurs en- 
tières positives de x>oL tandis que le determinant 



Q{x) = 



A 2?i A* 2?i . . . 

A 5?, A* i», . . . 



A"-* 



A0. A'z^ 



ne s'a/nnule pour aucune des mémss valeurs de x. 

En mém^ t&mps^ choisissons un système de n constantes arbitraires Ci , e, , 
e,,... c^ et formons les déterminants 

Zi A 2?i A* 2?i . . 
z^ à z^ A' i8r, . . 



A{x) = 






Ci 
C, 



s. A Zn A' «, 
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q {x, X,) = 



z, \z, A' ;» . . . A"-* z, f, {x,) 
z^ Sz^ A*2^« . . . A"-'2?j fA^i) 



z„ A z^ 



A 2 



'Z„ fni^l) 



ou 



et posons 
* {x, Xi) = 



f, {x) =z,a„ — A\z,,a,.,] + A^{ z,. a„_2 1 \- 

+ {-lYA^lz^ao]; (r = 0, 1,... n), 



q(x + \, X,) 

ao{x,-{~n)Q{x, + 1) 



W (X, x^) 



A{x, + ì)q{x-{-ì, X,) 

ao{x,+n)Q(x, + i) 



Enfifij formons la sèrie infime 



Y{x) = 



a,{x + n)Q{x-^ì) 



[A {x + 1) -h u, (x) + M« (i«) H rU„{x)-\ ] 



ou 



u„ (x) = (- l)""-" "'£ '"f ... "£ * {X, X,) * {X, ,x,)... 

. . . 4> {x^_, , aj^_ J w (a?„_, , a? J. 

On petit dire maintenant que si une valeur fixée a?o > « existe tette que 
pour x>Xq: 

a) chacun des termes u„ (x) a une signification, 

b) la sèrie 

converge vers une limite U{x) tette que la sèrie 

^ \^{x,x,)\U{x,) 

converge aussiy 

e) ia sèrie Y {x) {qui convergerà certainement lorsque x>Xo d^après les 
conditions (a), (6)) définit une fonction de x tette que chacune des expressions 



351=00 



2 Y{x,)fAx,) (r=l, 2,... n) 

ari=r-fl 



a une signification, 
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alors, la fonction y{x)= Y{x — n) sera une intégrale de Véquation donnée 
pour toutes les valeurs de x>x^-\-n. 

De pltiSy cette intégrale sera Vintégrale generale pour les mémes valeurs 
de X lorsque Vexpression Aq {x) = a^ (x) + ai{x) -i- • - • -\- a^ (x) ne s'annule 
pour aucune des mémes valeurs de a?, tandis que les intégrales particulières 
yi (^)> y^i^),'-- Ifni^) correspondant aux n systèmes de valeurs 1, 0, 0,... 0; 
0, 1, 0,... 0; 0, 0, 1, 0,... 0,...; 0, 0, 0,... 0. 1 des constantes e», Cg,... c« 
existent dans le sens indiquée plus haut lorsque x>Xo + n, 



Applications des théorèmes précédents à des équations 
de types speciaux. 

12. Nous allons considérer, au moyen du Ihéorème du dernier paragraphe 
quelques propriétés importanles des intégrales d'une équation (9) lorsque 
l'argument x prend des valeurs très grandes. Dans ce but, il convieni tout 
d'abord de faire quelques observations générales relatives aux déterminants 
Q (ce), A (x) et q {x, Xi) (qui jouent un róle essentiel dans tout ce qui pré- 
cède) quand on détermine les fonctions auxiliaires 5?, (a?), Zi{x),.,. ^^«(cc) de 
manière à satisfaire à une équation linéaire aux différences finies du n*^*^^ 
ordre, ayanl des coefficients constants. 

Ainsi, supposons que ces fonctions z forinent un système fondamental 
d'intégrales de l'équation 

«0 A" ^ (x) + t,a, A-^ z (x) + e, a, A^' z{x)-^ \-^„ol„z{x)= 0, (78) 

les quantités a étant constantes (indépendantes de x) avec ap -|- et 
e. = (-l)'(*). 

. Or, on peut obtenir sans difflculté un système d'intégrales fondamentales 
pour réquation (78). En effet, en suivant les indications du § 2 on peut 
écrire cette équation sous la forme 

A, z (x + n) + A,z(x-^n-ì) + ' • • + A„z {x) = 0, (79) 



(*) Nous avons introduit les quantités t« dans les coefficients de l'équation (78) pour 
écrire cette équation sous une forme adaptée aux considérations qui suivent. 
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où les coeflBcients A soni des conslantes déterminées par les équations 
A - 'r \n\ {n-ì)\ _, (n-2)I . 0^-^)' 1. 

r = 0, 1,... n. 
Mais, il est bien connu (*) que les fonctions 

2f,(aj) = mT, z,{x) = m',,... z„{x)=mZ (81) 

où les quantités Wj, mg,... ni„ sont les racines (réelies ou imaginaires) de 
l'équation algébrique 

(p (m) = ^0 ^w" + A, ni"-' -{ h -J« = (82) 

constituent un système fondaraental d'intégraies de l'équation (79) pourvu 
que ces racines soient distinctes. 

Supposons donc que l'équation (9) aussi que l'équation (78) étant don- 
nées, on forme l'équation algébrique (82) et que toutes ses n racines soient 
distinctes, et prenons pour les fonctions auxiliaires «,(«?), Zi{x)^,., ^n{x) 
les n fonctions (81). 

Ì 19 
~ ' ' '"' de sorte 
S 1, i2 , . . . Hr 

que le déterminant Q (x) se réduit à (m, m, Wg . . . m^)' g, q étant le produit 
n^^ {nir — m^) de toutes les différences m^ — w, quand r >> s. De plus, il ré- 
sulte de nos hypothèses que q -[ 0. Ajoutons maintenant i'hypothèse ulté- 
rieure qu'aucune des racines m,, w,,... m^ n'est égale à zèro. 
Alors, le déterminant Q (x) ne s'annulera jamais et on aura 

Q{x) = <i'q (83) 

où 

z A 1 

a = m, m, m, ,..m„ = ^— = = — - (ao + a» H f- « J. 

Quant aux déterminants A {x) et q {x, a?,), prenons la déflnition (68) de 
q (x, x^) (en nous bornant ainsi au théorème II) et développons chacun des 
mémes déterminants par rapport aux éléments de la dernière colonne. Nous 



(*) Voir, par exemple : BooLte, A treatise t>n the calculus of finite différences^ p. 106 (Lon- 
don, 1860). 
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obténons ainsi 

A {x) = K_,Q {x) e, + £,_, Q, {x) e, H h So Q« {x) e, , ) 

g {x, X,) = e_, Q, (a?) A (o^O + £_, Q, (a?) A {x,) -\ h ^o Q» («^) A {x,) ) 

où Q^ (a?) est le raineur du déterminant Q {x) par rapport au r^**'* élément de 
la dernière colonne, et où f^ {x) a la gignification usuelle : 

U (05).= z^ {x) a„ {x) + i,à\Zr {x) a^_, («?)! + .. + e. ^" { z^ {x) a, {x) \ . (86) 

D'ailleurs, en posant pour faciliter l'analyse c^ = — > nous avons 

Qr{x) = <f^q^ 
où 



«r = 



(m, — m,) {ììK — wh) • • • (m, — m,._,) {m^, — m,) . . . {m„ — m,) 9 (mj) 
Ainsi, les fonnules (84) prennent les formes 

?(x,a..) = «o4.-^/^^- (87) 

De plus, d'après l'équatioh (85) nous pouvons écrire 

<f. {-) = V. ^. ^'-' [{a. - a.) ..] = .»; I e. ^"- [(^;- ^-) <J 

de sorte que 

/;(*) = e,m:|.F,..(a;) (88) 

où 

F...(.) = e /"-^(";-'-^"-'J - (89) 

Cela pose, nous allons considérer les expressions 

^^-^'^•^ a,^x, + n)Q(:x.-V-ì) ^^ ^ ^^^ " ao(ir, + n) (? (a^. + 1) 



ou 
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dont les propriétés jouent un róle essentiel lorsque on désire appliquer le 
théorème IL 

D'après les équations (83), (86), (87), (88) et (89) et la relation m, = — 

nous avons dans le cas actuel les relations 

V (X, X,) = «„ 2 * {X, X,) ^ ^,'^~ = (90) 



^ ao (xf+'n) I" ?' m.VlmjJ'lm,) |' ^^ ^^^^ 



dont la dernière leu vertu de l'équation <j, = ^^'^j peut prendre aussi la 



forme 



£««8 3 






Ainsi, chaque fois que nous aurons, outre l'équation (9) encore une équa- 
tion (78) pour déterminer les fonctions auxiliaires, pour s'assurer si le théo- 
rème II peut étre applique il suffit de s'assurer si les conditions (a), (6) et (e) 
du méme théorème sont satisfai tes, les * {x, x,) ei w (a?, x^) étant donnés 
par les équations (90) et (91). 

13. Après ces observations générales nous allons considérer les équa- 
tions (9) dont les coeflìcients ao, a,,... a„ (outre qu'ils sont définis pour les 
valeurs de x'^x) tendent vers les limites ao, a,,... a„ respectivement lorsque 

x = <x>, Supposons aussi que oc^ -|-0,. 0^0 + 0^1 -{ h «« H et déterminons 

les fonctions 2?, (a;), z^{x)^... z„ (x) de la manière que nous venons d'indiquer, 
les quantités «o, aj,... a„ de l'équation (78) étant maintenant ces mémes va- 
leurs limites. En d'autres termes, supposons que l'équation donnée (9) ait 
la forme limite 

aoA"i/(a:)+a,A"-^i/(aj4-l)+.. + a„i/(aJ + n-l)=0 (92) 

lorsque x = (x> et choisissons comme fonctions auxiliaires z^ {x) les intégrales 
fondamentales de la forme m' {m = constante indépendante de x) de l'équa- 
tion aux différences fìnies fr (x) = qui correspond à la méme équation (92). 
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Alors les quantités a. — a, qui se trouvent dans l'expression F^,. {x) ten- 
derorit vers la limite zèro lorsque x = <x>, En particulier, supposons que pour 
toutes les valeurs de x plus grandes qu'une certaine valeur fixée Xo on ait 

l«.-«.i<^^ (93) 

t{x) étant une fonction positive de x telle que la sèrie infime 

converge; par exemple, t (a?) = — - » 7^ nr- » , tì .-jr; • • • avec v > 0. 

'^ ' ^ 1- » \ / ^» (logaj)'+* log CD (log a;)*+* 

Enfin, outre la supposition que ao =|- 0, ao + aj H \- a„ -|- et que 

les racines m,, Wj,... m„ de Téquation algébrique (82) sont distinctes (de 

sorte qu'on puisse employer les résultats du paragraphe précédent) commen- 

(jons par supposer que toutes ces racines ont le méme module p. 

Avec ces hypothèses diverses, considérons tout d'abord l'expression 
^r.. {^) qui est définie par Téquation (89). D'après la formule (24) nous avons 

A— [(a,, _ a,) w? , = m'. A— [{a. (x) - a,)] + n (iw. - 1 ) m', A^' [a.{x + i)- a.] + 

+ ^- - ^ {nK - 1 r m% A-—* [a. (^ 4- 2) ~ a J + . • • 

+ (w. ~ 1)"- m? [a, (U7 + «) — a,]. 



D'ailleurs, lorsque a3> a?^ nous pouvons écrire, d'après les formules (1) et (93), 
ces mémes valeurs de x 



T {x\ 

ì A*" (a. — «,)■<; 2*^ — - de sorte que la dernière équation nous donne pour 

X 



et 



I A— (a, — a.) »n* I < (w, - - 1 )"- w; 2'- ' — ^"^^ < 2- (w, — 1)" mj ■' ^-'^^ • 

X X 

Par conséquent, nous avons 

I i. F,, {X) i < 2- (» + 1) (? + 1)- ^i*> < O. ^i/) ; (u; > a;,) (94) 



fìi étant une constante (dépendant seulement de n et p). 
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Ceci dit, considérons l'expression * {x, x^) qui est définie par Téqua- 
tion (90). Puisque | m^ | = p nous avons <j^ = p"~* ì,. , % étant une quantité dont 
le module est égal à un. Nous aurons donc, avec les hypothèses actuelles 



£- «n 



^(x-xt) n 



ou, en rappelant l'équation (94) et la relation lim ao {xi + w) = lim a^ {x^) = ol^, 

* {x, X,) = p<"-»><--'.> M (x, X,) (95) 

où pour toutes valeurs entières de x et pour les valeurs de Xi > x^ {x^ suf- 
fisamment grand) 

T (x I 

! M {Xj Xi) I < n, — ^- ; n, = constante indépendante de x elx^ . (96) 

Xi 

De la méme manière, nous pouvons écrire pour l'expression t («, a?,) 






q; (a^, a.,) = ^-"^'^ ^ p^"- '>^'+^> Yr ir ^. /''''/, , h t\. (X,) (97) 



d'où, en observant que 



ni. 



= 1 il vient 



qr ^x, X,) = p^"- '^^'-^ ■> .V (a?, ^^) (98) 

où, pour toutes les valeurs entières de x et pour les valeurs de x^ > x^ {x^ 
suffisamment grand) 

\N{x^ a?i)|<^t ; 0, = constante indépendante de a: et a?, . (99) 

- ^1 

Ainsi, nous arrivons à Ja formule 
* (x, X,) 4> {x,, X.,) . . . 4> (a;^ _2, x^_,) »r (u;_,, icj = j 

où, pour toutes les valeurs entières de x et pour aj„> a5«_i > • • >ic, >a5o, 
nous pouvons écrire 

-{x,) '{X,,),,,'(XJ 



P(x, a-., a-,,... ag|<nr-*"B 



•^1 ^2 • • • '*^m 
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La formule (100) une fois établie, les conditions (a) et (6) du théorème II 
seront remplies directement dans le cas actuel. En effet, la conditìon {a) est 
remplie parce que nous avons lorsque x>Xo . 

... * {x^_, , x„_,) ^ {x^_, ,x^)\< p<"-^><'+^> or ^ O3 W (x) ^ '^ 

où lì^ 

J 



w{x)= T • -^-^ ir ^^••- 'T -^---^ 



X^=X-\ l i*^l 072=051+1 ^2 Xni=UC^my^\ X„ ^^j^ 



' -..^ 



et il résuite de nos hypothèses que cette expression W{x) a une significa- zi 

tion pour toutes les valeurs indiquées de x. j 

De plus, si nous posons j 

de sorte que t^ {x) devient aussi petit qu'on veut en prenant x suflBsamment ;; 

grand, nous pourrons écrire aussi ^'-^ 

u^{x) = ?^-^>^'^'>V^{x) (101) /_■;} 

où ■ '^ 

I K. (a-) |< or- a, L^. (x)]- ; x>x,, (102) • ;^ 

Par conséquent, en prenant Xo sufBsamraent grand il résulte la relation . 

\U (x)\<' p<"-*><'+*> k p*^ « ^0 » 

I « V ; I ^^ r m j j. ^ constante (indépendante de x)]<Z 1, 

d'où on conclut que la sèrie | i*i (a?) | + 1 ii, (a?) | H h | ti«, (ar) | H con- 

k 
verge et a une somme f7(a?) = 6 (iic)p<"~*^<'+'^ telle que 6 (a?) < . _ , lorsque 

X>Xo, 

Enfin, quant aux expressions | * (a:, Xi)\U{Xi) et r(a?i) /"^(aJi) (qui se 
trouvent dans les conditions (6) et (e) du théorème li) d'après les équa- 
tions (88), (9i), (95) et (96) ces expressions prennent les formes respectives 



■ -4 
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où pour toutes les valeurs de x>Xo, on a 

Oi {Xy Xy) <; Oj —^.Jil (o^ = const. ind. de x et a?,) , 

Xi 

|e.(A,r)l<n.^(r=l, 2,... n^ et | e, (a;) | < e (*). 

Xi 

En méme temps, d'après les équations (83) et (86) le module de chacun des 

quotients ^ / — Htt- » ^-ttt r^rr reste touiours fini. Ainsi, on voìt que les 

expressions |^(x, a;,)|[7(a?i) et Y(a:i)/^(a?,) possèdent les propriétés dé- 
sirées. 

Il résulte ainsi sous les hypothèses actuelles relatives à l'équation (9) 
et aux racines de l'équation algébrique (82) que toutes les conditions que 
nous avons posées dans le théorème II sont remplies. 

Nous allons considérer la forme de la sèrie Y{x) qui se présente dans 
le cas actuel. 

D'après les équations (83) et (86) il vient 



'^^) - '-' K {X + n) 0'+^ ?'• <f\mS "^ 



u, jx) j u„ {x) 



=...,[! 



«0 {x + n) >'+' q ao{x-j-n)&"^' q 

^ Cr ( Tq (x + m) — gp ^ c^ 

Y 9 {m,} ni^^' do {X + n) Y 9 (w,.) m^^' 

___HiJ^J___ , ^i^ { X) 

~^ao{x + n)G'-^' q^ ^ a^ {x -{- n) g'+' q 



■h 



Mais, en vertu de nos hypothèses relatives aux différences a, (x) — a, nous 
avons au moins pour toutes les valeurs de x>Xo — n 

Par conséquent, en nous rappelant les équations (101) et (102) nous pou- 
vons écrire pour toutes les valeurs de x>Xo: 

Y(x)--^ h— -^ \ L_^'«_ r^^ 
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,.f 1 1 ■- 



^ ^ ao(a?, + ») -t -t^ w,(p (wi.)<p (w,) r ' ^ ^ 

dans laquelle, pour toutes les valeurs possibles de r et < nous avons 
— < p. Quant à Texpression * (a?, x^) nous avons encore la formule (90) 
mais dans le cas actuel |<y.. |<p"'* àu lieu de j<j^| = p"-\ 

^nno^f d* Matentaiica, Serie ITI, Tomo XIII. 41 
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où e*.. = ""' \ et où VI (x) est une fonction de x qui tend vers zèro comme 

Tj (a?) lorsque » == oo. 

En appliquant le théorème II, nous avons donc la formule suivante pour 
l'intégrale particulière y (x) que nous avons obtenue quand on la considère 
au moins pour les valeurs de a? > a?o + » 

y(a?)=Y(a5-n) = -^ + ^+... + -^ + ^T^ (103) 

où c\ = iwj'* cV et où e {x)y comme la fonction ìq [x) employée plus haut, a - •' 
la forme ^{x) = gTi(x)^ g étant une fonction de x dont le module ne de- Ca- 
passe jainais une cerlaine constante. De plus, en observant que l'existence |i 
de la condition a^ + a^H f-a^=|.= demande que l'expression '^ 

Ao {x) = ao (a?) + »! (a;) H ha« (x) ^^ 

ne s'annule pour aucune valeur de x plus grande qu'un certain nombre fìxe, 5?^ 

il résulte du méme théorème II que l'intégrale generale de Téquation donnée (9) ;J^ 

aura la forme (103) pour toutes les valeurs de x qui dépassent un certain -^l 

nombre fixe. ;^ 

Nous allons considérer certains résultats analogues qui ont lieu lorsque 
toutes les racines de Téquation (82) n'ont pas ìe méme module p. 

Supposons, en eflfet, que t»,, Wj,... nif,{h<in) soient les racines donile 
module est un maximum p, et, au lieu de considérer comme arbitraires toutes 
les constantes Ci, Cj,... e. posons c*,^, =0^4.2 =-=c,. = 0, les autres constantes 
Ci, e,,... e^ étant arbitraires comme auparavant. Ces hypothèses signifient 
évidemment que nous nous bornons à certaines inlégrales particulières au 
lieu de l'intégrale generale. 

D'après l'équation (91) nous avons maintenant pour l'expression ^" (ir, a?,) 
la formule 
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Par conséquent, en posant les mémes hypothèses comrae auparavant 
pour les diflférences a, — a^ nous arrivons encore aux formules (95) et (98) 
dans lesquelles les fonctions M{x^ a?i), N{3Ci^ a?i), bien que différentes des 
fonctions M{x, x,\ N{x, a?,) dii cas précédent, ont les propriétés indiquées 
par les équations (96) et (99) respectivement. Mais, cela suffìt, comme dans 
le cas précédent, pour nous assurer que le théorème II est applicable. 

Par conséquent, pour toutes les valeurs de x plus grandes qu'un certain 
nombre fìxe nous pouvons écrire 

où c\. = -^ '*" V ' ' et où z{x) a les propriétés signalées plus haut. 

Avant de résumer nos résultats actuels sous la forme d'un théorème 
general, il convient de fai re quelques observations générales. 

Ainsi, supposons pour le moment qu'au lieu de commencer par une équa- 
tion de la forme (9) on ait une équation sous la deuxième des formes (8), 
c'est-à-dire 

A,{x)y{x + n) + A,{x)y{x + n-ì)^ [~A„{x)y{x) = 0. (104) 

Supposons que le coeflBcient A,.{x) soit délìni pour tous les entiers positifs 
0? > un certain entier a > et qu'il tend vers la limite B^ lorsque a? = oo 
de sorte que la différence A^ {x) — B^ considérée comme un infiniment petit, 
satisfait aux conditions que nous venons de poser póur Y expression 
a, (x) — a, . 

Or, suivant les indications du § 2 on peut remplacer l'équation ac- 
tuelle (104) par une autre de la forme (9), les coefficients a,, {x) étant données 
par la formule 



«>(-) = (;r-Ìó![.T^"(-) + |r3f||A-.(.) + 



+|-3|j^.-.(-)+--- + -^-^f^^i.-.(-)] 



(105) 



Mais cette formule mentre que les coefficients de l'équation indiquée (9) sa- 
tisferont à toutes les conditions que nous avons toujours posées dans l'é- 
tude d'une telle équation, pourvu que le coefficient A. (x) (qui ne diflfère 
(le a„ {x) que par le facteur e.) ne s'annuie pas pour les valeurs de x>x et 
qu'on ait lini A„ (x) = B„ -|- et lini [a„ (a;) -{-a,{x)-] \- a„ {x)\ = B„ | 0. 
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D'ailleurs, quand on a une équation (9) dont les coefficients sont déter- 
minés au raoyen des relations (105) l'équation (79) pour déterminer les 
fonctions auxiliaires Zr{^) devient 

B„z{x + n) + B„.,z{x + n—i)-] ^B,z{x) = 0. 

En effet, d'après la relation (105) on a éviderament 

^n-r [n\ (n- l)l ,(^^ — ^)'r 1 

de sorte que les équations (80) se réduisent directement aux autres 
A,. = o^ B„^^ . Par conséquent, Téquation algébriquc (82) pour déterminer les 
racines Wj, mj,... ni„ devient maintenant 

de sorte que les quantités — » — > • • • — sont les racines de Tautre 

équation 

jBom- + J?,w''-^H \-B„ = 0. 

Enfìn, il suffìt d'observer qu'en prenant a suffisamment grand la condi- 
tion A^ {x) - 1- 0, 35 > a est satisfaite d'elle-méme d'après Fautre condition 
B^ -0 pour énoncer le théorème suivant: 

Théorème III. Soit domiée une équation linéaire aux différences finies 
sotis la forme 

Ao {x) y{x + n) + A, {x)ij{x + n— 1) + 

+ A,{x)y{x + n-.^)^ h A„ {x}y{x) = 0, 

les coefficients A étant défìnis au moins pour toutes les valeurs entières posi- 
tives de x> un cerlain entier a > 0. De plus, supposotis que le coeffìcicnt A,, {x) 
tende vers la limite B,. lorsque x = oo de sorte que la différence A, {x) — J5,. 
devient un infiniment petit d'un ordre aussi grand que celui de Vexpression 

'—^ y T (x) étant une fonction positive telle que la sèrie 

X 

11 1 

converge, par exemple ^ (^) = -^ ' ([^g ^ps ' Uj^^logT^pv ' ' • ' ««-'«e ^>0. 
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Enfin supposons que B^ -|- 0, B^ -|- 0. 

Alors^ si Von désigne par >.,, X,,.- K ^ racines (réelles ou ùnaginairés) 
de Véquatian algébrique 

B^ X*» + B, X—» + B, X—^ H f- 5, = 

on a les résuUats suivants pourvu que toutes ces racines soieni distindes : 

a) si toutes les racines X,, Xj,... X„ ont le fnénie inodule X V intégrale ge- 
nerale de Véquation donnée, quand on considère cette intégrale pour les valeurs 
entières de x plus grandes qu'un certain nonibre fixe, prend la forine 

y (a?) = Ci Xf H-c, XJH 1- e, X; + X.'e<a5) 

oh les qiiantités Cj, Cj,.-- e» sont des constantes arbitraires, tamlis que Vexpres- 
òion e (x) est une fonction de x qui lorsque a? = oo devient un infininient petit 
d'un ordre aussi grand que celui de Vexpression 

h) si les racines Xj, X,,... X„ n^ont pas le ménte module et si X,, Xj,... 
X/» {h < n) sont celles dont le module a la valeur minimum X, il existe une in- 
tégrale particuUère de Véquation donnée qnij quand on la considère pour les 
valeurs entières de x plus grandes qu'un certain notnbre fixe, prend la forme 

2/(a?) = c,Xf + c,XfH [_c,XJ + X'e(ic) 

où Ci, Ca,... Cj, sont des constantes arbitraires, tandis que Vexpression z{x) a 
la signification indiquée plus haut. 

14. Nous allons généraliser le théorème précédent en supposant que 
les racines Xj, X^, Xj,..., X^ ne sont pas toutes distinctes. 

Dans ce but, retournons aux considérations des §§ 12 et 13 et suppo- 
sons (comme dans le cas précédent) que les coefficients «o» c^i» «tv» ^» de 
l'équation donnée (9) soient défìnis pour tous les entiers a5> un certain 
entier a^O et tendent vers les limìtes «o? «i, «g»--» ^« respectivement lorsque 

a5 = oc, où a^ - 1= 0, «0 + a, + aj H f- «« -r 0- ^^ outre, quant aux racines 

Wj, ma, Wsv5 ^^H de l'équation algébrique actuelle, supposons que Wj, 
iwt,..., mj,{p<in) soient distinctes, tandis que a, p, y,,.., X représentent re- 
spectivement leurs degrés de multiplicité, de sorte que 

o^. + ^ + y-^ hX = n. 

Enfin, mettons x''' = 1, x'*' == a? (x — 1) (x - 2) . . . (a; — / + 1), (< > 1) ; alors, 
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il est bien connu que sous nos hypothèses les n fonctions suivantes : 



«-Af 1 = w; , z^^x^, = x''' mi , 2?,.Af 8 = »'^ w^J , . . . , ^, = x'^' '' m\ 



1» 



constituent un système fondamental d'intégrales de l'equation (78) ou (79). 

Cela pose, choisissons ces n fonctions comme les fonctions auxiliaires 
^M ^t> ^ivj ^n de notre équatìon (9). Nous allons déterminer d'abord la va- 
leur correspondante du détermìnant Q{x). 

Or, nous avons en particulier ^^ = a;^'"'^^i , !<»•<«. Par conséquent, 
en nous servant de la relation generale (24), nous obtenons 

A* 2?^ = A* a?^'--») Z,+8 A-* (05 + iy*-*> A 5?j + 

H \- 8 ^{x + 8 — \Y^'' ^'^' z,+{x + af-'' à.' z,\ 8 = 0, 1, 2,... / 

Mais, nous voyons directement que 

A'x^') = <(<— 1)(< — 2)...(< — «+l)x'-'; {8<t) 

A* z^ = (i»! — !)• mf = ulJ i»f ; /Al = 11*1 — 1 
de sorte que l'equation (106) peut s'écrire sous la ft)rme 

A* «?, = wif [(r — 1) (r — 2) . . . (r — «) «?<'•—'> + 

+ ft,«(r-l)(r-2)...(r-« + l)(a5 + l)<-> + 

+ K ^^''^^N r~l)(r-2)...(r-^ + 2)(x + 2)<— ^'> + -.> 

(l<r<a). 
De la méme manière, il résulte plus généraiement que si Ton pose 
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p-, = m, — ì on peut écrire 

A-2, = ,Hfj>...,(fA,); (l<r<») 

où t = i lorsque !<»*<«, < = 2 lorsque a+l<r<a + p,.,., < = |) lorsque 
n — y. + t<r<n, et où 

+ « (iZlI) (.^ _ 1) (^ _ <2) ^.-. (a, + s _ 2)'-" + . . . 

+ «(r-l)(r-2)...(r-s + l)A..(* + ir-'M- 
+ (r — 1) (r — 2) ... (r — s) «<'—". 

Ainsi le déterminant Q{x) prend la forme 

Q (x) = {mf tufi my . . . «j*f A„ 

où A, est un déterminant d'ordre n dont les a premières lignes horizontales 
sont 

Prfi iVi) Pr,l («.) Pr,, (f^l) • -P . (Pl) ; ^ = 1, 2, 3,..., «, 

tandis que les (a + !)«•»«, (se + 2)<*»«', . . . , (a + P)*"^ lignes sont 

P-,<, (f-0 l>.,i (.«.) P... ((*s) . . • J>.-..-i (t*.) ; r = 1 , 2, 3 , . . . , p, 
et ainsi de suite, les >. dernières lignes étant 

Pr.» («,) Pr.i ([*,) Pr.. (f >) • • • Pr.n-l (%) ; T = 1 , 2, 3,. . . , >. 

Mais, si l'on observe la relation 
Pr.. ((/,)- (r - 1) (ce + « - r + 2y'>p.._... (p.) + 

+ ^''~^^^^*'~^^ a^+*-r-3rp,_,.. ((.,)+••• + 

+ (_ i)('-.> (^r-l){x + 8- iy-'>i)., (p.) + (- ir* {x + «)"-> p,,. (p.) = 
= s (« — 1) (8 — 2) . . . (s — r + 2) pr "* ' 

ce déterminant A, peut se transformer directement dans un autre dont les a 
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premières lignes horizontales sont 

000...0 (r-1)! ri... i?l±lli ^« . . . ^-J^=^ K— ; r=l, 2,..., a 

tandis que les (a + 1)«^, (a 4 S)**"^, . . . (a + p)<^»'« lignes sont 

000...0 (.-,), H,. (L+i)l^..._(^z:i)i_, 

et ainsi de suite, les X dernières lignes étant 
000... (r-1)! ri., ^I+lll ^^^^ . . . JlL 



'; r = i, 2,..., p 



— 9ì! 



2 



(n — r-1)! 



^, pr"-^; ^ = 1, 2,..., >. 



Ainsi, en se rappelant la relation (a, — ^t.^ = m, — m« , on arrive à la va- 
leur suivante pour le déterminant A. : 

A„ = to [(wg — m,Yf [{m^ — ni^Y (m, — m^y]y . . . 

• • • [{^P — *^i)* (^1» — "^^if . . . (m, — m^YY 
où 

«0 = 1 ! 2 ! 3 ! ... (a — 1) I 1 ! 2 ! 3 ! ... (p — 1) ! ... 1 ! 2 ! 3 ! ... (X — 1) ! (107) 

Par conséquent, si nous posons e = wf mf w? . . . w^ nous avons dans le 
cas actuel 

Q{x) = rj^q, (108) 

g étant une constante par rapport à a? et (Z~!~0. 



Cela pose, nous allons considérer (en suivant la marche du § 12) le 
déterminant (?,. (x) qui se rencontre dans les relations générales (84) en sup- 
posant d'abord que 1 < r < a. 

Ce déterminant, comme le déterminant Q{x) que nous venons de con- 
sidérer, peut se transformer d'abord dans la forme 

où A„_» est le déterminant d'ordre n— ì tei que ses a — 1 premières lignes 



-1 

I 
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horizontales sont 

000.. .0 (r,-l)! r.lM. (!i+iii p.? . . . 

(n — 2)! n^r^^i. r =1 2 r — ì 

tandis que ses w — a autres lignes sont égales respectivement aux lignes 
correspondantes du déterminant A„ quand on y neglige les éléments de la 
demière colonne. 

D'ailleurs, d'après la relation 

+ (- !)•- sfirPr.. il^ò 4- (~ l»tl».o (p,) = 

(r — s— 1)1^ ' 

ce dernier déterminant se transforme directement dans un déterminant dans 
lequel les a — 1 premières lignes sont 




*''*' / _i Yi ^1 ^''*""' f-ztwi^' a5^''*^*^.. r, ! w;»-* x r, I w:* 000... 0; 
n=r, r+1, r + 2,.,., a— 1, 

tandis que les n — a autres lignes sont déterminées respectivement par les 
formules suivantes dans lesquelles v, = m, — wi, 

000... (r.-l)I r.!v, ^^^ v» .. . ^^^"^'^^ ^ v;-.- ; 

*•! = 1* 2, 3^..., p, 
0...0 (r.-l)! r.!v, iTi+ili v» . . . ^-i^Z^^ vr-' ; 

r. = l, 2, 3,..., Y, 
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0...0 (r.-l)l r.Iv, (il+il' v^. . . ^-fcl^, v;-- ; 

r. == 1, 2, 3,..., V 
Àinsi, le déterminant A«_, prend la forme 



où A«_,.f, est le déterminant d'ordre n — r+1 dans lequel les a — r+l /;i^ 

premières lignes sont ^^^ 

— ì H — TYì H — cKT- -^1^^ m^i 0...0; j 

rj (r, — 1)! (ri— 2)! j5 

r, = l, 2, 3,..., (a-r) ;^ 

tandìs que les n — a autres lignes sont respectivement 1 

(r-1)! ri ,.-...,. (r+1)! ^..^. (n-^)!' v 

{r — r,)l' (r-r, + l)I * (r — r.H-2)! ' "■ (n-r. — 1)! * ' 3 

r. = l, 2, 3,..., p, ;. 

( r-l)l ,.-. ri (r+l)l ^._,,. (n-2)! -| 

(r-r,)I ' (r — r, + l)! ' (r-r. + 2)l ' (w-r, — 1)1 ' 

r. = l, 2, 3,..., Y, 

(^-1) »,.-.. *•! _(!l±ÌlJ_v'-.+' (n-2)! 

(r — r,)! ' (r — r. + l)! ' (r — r, + 2)!' ' • • (»_r, _ i)!^!- 

r. = l, 2, 3,..., X. • 

Mais, on voit directement que les a — r + 1 premières lignes de A,_r+t 
données plus haut peuvent se remplacer respectivement par ces autres 

■_rj^-l_ («^ + r.-l)*»r' 00 

0...0 - r, 

r. = l, 2, 3,..., a-r. 

Ainsi, en développant ce déterminant A,_r^i par rapport aux mineurs 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo Xill. éfì 
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d'ordre a— -r+l qui se trouvent do^xisses a — r + 1 premières lignes, on 
arrive à réquation 

A„_.,H = "^2"' ^r,. DAx, wO ^, (110) 

où e,.^ représente une puissance convenable de — 1 et 7). (a?, w,) et E, sont 
des déterminanls d'ordres a — r, n — a + 1 définis comme il suit : les s pre- 
mières lignes du déterminant D,{x^ m^) sont 

_j^-J_ (^-r.-l)!mr.- 0... 

... »•. 

r. = l, 2, 3,..., « 
et ses ct — r — s autres lignes sont 

.-CliJ-. i^^±lApi «,;,-^. 0... 

... r, + \ 

rt = 8, »+l, s + 2,..., a — r — 1 



de sorte que 



i). (a:, *».)=«*. * Il ' (111) 



landis que les lignes du déterminant .E, sont 

Jr + «-l)I ^^.__ _ _aj__ . («4-1)1 --.,4. 



V'^' 1 V" •1" > • ^ V" 

r(r-t-» — r. + l) " r(« — r,) * r(a — r. + 1) ' 



, ( w-2)! ,,-.. 12 3 . 

r^.-; ■r,=l,2,3,..., y 



(n — 2) ! 



r (n — r,) 



i»L+l-ili_,.i.-. _.«] »-.+. (« + !>! 



r(r t » — r. -(- 1) ' r(a — r,)' r(« — r, +1) 

(n — 2) ! 



^a-r.+s 



V (n — r.) 



-'; r. = l, 2, 3,..., X 
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Enftn, pour la valeur speciale s = ol — r (pour laquelle il sufflt dans le 
but que nous avons en vue d'éraluer *i??,) il résulte sans difflciilté, d'après la 
relation v, = m, — w, , que 



^^-^- l!2!3!...(a-l)! ( 

1 1 2 I 3 1 ... (a — 1) ! / 



(112) 



où <o est défini par l'équation (107). 

Par conséquent, en se rappelant les relations (110) et (112) et en obser- 
vant que e^«_^ = 1, on arrive à l'équation 



(a-r){a-r+i) 



A^... -(:.+ .-.- ir- ^-(^^V)!!? ['+ (,,+ . -.-1)... + 

1 '^ I L !!lzr 1 

^{x + x—r- 1)<*> ^ ^ (x + oL^r— 1)^*-^>J 

où r,,, r.j, ri3,..., r.ff_.,. représentent des quantités indépendantes de x^ 
D'après les équations (109) et (110) nous pouvons donc écrire 



a(a^) = (a^ + a-r - iy--> ^-^J qjx); (1 <r< a) 



où . 



2r(^) = 7 TTTl nlI2!3!...(a~l)!l!2! 



(a-r){a+r+\) 



...(fi-l)!...l!2!...(X--l)!m, ' X 

X [{ni, — tn,Y'']P [{m^ — tw,)*"' {^n., — nhy]y . . . 

. . . [{m, - m,y-^ (m, - m,y . . . (m, - m,_0'? X ^ ^^ *^^^ 

^[^~^ {x + x-'r—\Y'^~^(x — oL — r—\y''^ ^ 

"^(a? — a — r— iy*-*^>J' 

les quantités r,i , /),,..., r.a_^ étant indépendantes de x de sorte que 
lim q^ {x) = &,. = une condorìite =1-0. 
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« 

De la inéme manière on peut démontrer une relation analo^e pour 
Texpression Q^ {x) lorsque P + 1 < t* ^ y, lorsque Y+l<r<o,..., lorsque 

X + 1 < r < X. Par conséquent, en posant a^ = - — et en se servant des re- 

lations générales (84) on peut écrire 

A{x) = of'^Cr{x + x — r- l)^*-^> g,. (x) + 

+ <J? 2 c«+^ {x + ^-r— lyfi-' qa^.. (x) + 

+ e? ^ c>+fi+r (x+y — r— l)'v-' g.+(j+r («) H h 

r=zi 

+ ^ ^ c.->-f. {x + 'K — r- l)^>-'> 3..Ì+,. (a?) 

où les expressions g^ (a?), 1 < r < n sont telles que lim g,. [x) = &.. = con^/. -|- 0. 

En méme temps, on obtient une expression analogue pour la fonction 
g(ir, Xi) en rempla^ant les constantes e,, Cj,..., c„ de l'expression (114) par 
les fonctions A (a;,), /s(a;i),..., /«(a^i) respectivement. 

' Cela pose, représentons par le plus grand des nombres a, p, y,.--> ^• 
Nous pouvons alors écrire 



(114) 



A{x) = {x + fi- 2)»-* I or ^g e.. 0), {x) + cf ^^ e..,,. co«^,. {x)-\ h 

+ ^ 2^c„_i^,co,_>^,(a?) 
et 

g (a?, a;,) = (x + - 2)»- 1 cf *f ^ (a^,) o>,. (a?) + 



(115) 



r.=l 



+ of jV.+.(ajOco.+3(a5) + ---+ } (116) 



rasi j 

+ 0? 2 /«-i+r(a5,)««>H-)+r(a5) 

r-l 1 



les expressions a>, (a?), co, (a?),..., (ù^{x) étant des fonctions de x qui tendent 
vers certaines limites 5i, ^av? ?» respectivement lorsque a; =00. De plus, 
une au moins de ces limites est differente de zèro. 
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Mais (comme dans le cas précédent) nous avons 

e- fr (^) = %s A— [(a. - «,) ^J ; z. = {- i)% 
de sorte que nous pouvons écrire dans le cas actuel 



t.fr{x)=x^'"UH^ ]^ e. 



(sO 



A— [(g. — g.) a;"—' wT] 



= «<•■"" wf (a — a) ^^ (oj), !<*•<« 
^ / X <,-■, .%" A"- [(a. — a.) aj**-" Mtf] 



r=30 



x"^'mt 



= aj<'-»>m?(a — a)flr.^,(a;), l<r<p 



(117) 



. / X (.-1, X v" A"-' [(a, — oO^<^-^^*] 



ir' 'mz 



= x'-''m;(a-oi)g^^x^,.{x), l<r<X 



où a — a représente la plus grande des valeurs a* — »,, 0<8<n considé- 
rées pour une valeur donnée de x et où g,. {x\ l<r<n est une fonction 
de X qui tend vers une limite bien définie lorsque ce = oo. 
Ainsi, Texpression q{x^ «,) prend la forme 

q {x, X,) = e, (oj + e - 2y»-^> [a{x,)-cc] j cf mf. "J^f" ^^ fl'. («^i) w. (^) + 

+ a? w?i 2* a?;'-^> flf.^ (a?,) co.^., {x)-\ \- 



+ ^5 ^^? 2J ^r"'' a»-^^r (x,) tó_>^, (a?) 



ou 



1 V /«a; ,,„«, 



q {x, Xi) = x^ '[a (fiCj) — x] cCi® ' \ of wf « /i, (a;, x^) 



(118) 



où la fonction fc, (a?, a;,) considérée pour toutes les valeurs de x et x^ sufifì- 
sarament grandes est telle que [ h^ (a?, Xi)\<ih= const. indépendante de x 
et a?i. 
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De plus, la formule (115) nous permei d'écrire 

A{x)=:x^-''^<:fj,{x) (119) 

t=sì 

où la fonction j, {x) considérée pour toutes les valeurs de x suflTisamment 
grandes est telle que |J, (a?)|<;i= const. indépendante de x. 
Par conséquent, dans le cas actuel les expressions 

*<'■'■"■)- a. (Ì+^ò'(^.+ l) ' '•(-.-.) = -*("», + !)»(«,»=.) 

qui jouent un róle essentiel dans le théorème II, peuvent s'exprimer sous 
les formes suivantes: 






^(^ ^ , _ (^ + 1 )"- [a jx.) - «] xr (a;. + 1)»-' 



En se servant des propriétés des fonctions fe, (a?, ìKi) et j,(a?) il résulte 
maintenant que si l'on suppose que chacune des diflférences a^{x) — «., 
0<8<n devient un infiniment petit d'un ordre aussi grand que celui de 

T (x\ 

l'expression ^e^ où t{x) a les propriétés indiqués dans les paragraphes 

précédents, alors, en supposant aussi que toutes les racines m,, iwi, Ws,..., m, 
ont le méme module p, on peut écrire 

* {X, X,) = (-^)'" p<«-)<'-',> M {X, X,) , (122) 

XV {x, X,) = x^-' p<"-»><'-i »> N{x, x,\ (123) 

les fonctions M{x, a;,), N{x, Xi) étant telles que pour toutes les valeurs de x 
et Xi suffìsamment grandes les relations suivantes existent: 

t{x,) 



M{x, ir,)l<^2— r- 



\N{x, x,)\<nn 



(Qg , Oj consts. indépendantes de x et x,) l (124) 

X, 
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Àinsi, on pe\A écrire aussi 

= aj9-»p(-»>'-+»>p(ii;, X,, aj,,..., x^) 

où P{Xy X,, iTg,..., a?J a les propri et és de la fonction P{x, a?,, aJ^,..., a;^) 
de réquation (100). 

Il résulte maintenant, comme dans le cas du § 13, que pour toutes les 
valéurs de x suffisamment grandes là sèrie infìnie (qui se trouve dans l'é- 

noncé du théorème II) \ui{x)\-\-\u^{x)\-] h 1 ^n (^) I H converge et 

a une somme U(x) de la forme U{x) = (x) x^~' p<'-»><'+»> où (x) < o^ = const, 
indépendante de x. De plus, d'après la relation (119) on peut écrire aussi 

I * {x, X,) I U{x,) = x^-' p<-'><'+» e (aj, a?,) (125) 

où pour toutes les valeurs suflBsamment grandes de a? et a?» on a * 

'^ ix) 
9 (aj, x^) < Oj — ^— ^ , Oj = const' indépendante de* x et a?» 

Xi 

de sorte que cette expression a les propriétés demandées par le théorème II. 
En méme temps, il résulte que 



Y{x,)f:{x,)=r.{x,) 2:^ w.(a^,) = 

_ fAx^). \ A {X, + 1) ' e.(a;.)a;?-^p<-^>^-i+'> 
ao{x, + n)[Q{x,+ìy Q{x, + 1) 

où pour toutes le valeurs de a?, suffisamment grandes on a | 0, (a;,)|<l. 

Mais, d'àprès notre hypothèse relative aux différences a. — a, et les re- 
lations (117), on voitque ppur une valeur quelconque de r, l<r<n on 
peut écrire 

I 0^ (a?, , r) I < He -^— ^ » fìc = const. indépendante de x^ , 

a?i étant suffisamment grand. Par conséquent, le produit Y (a?i) /*^ (a?,) prend 
la forme 

0.(^M r) r ^(a:r+l)p^- . e,(a?0 p^"-^>^-«+'>^-n 
«o(j?. +n) [a:r^Q(i*^i-|-l) Q(u:, + 1) J 
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et cette expression a les propriétés signalées dans le théorème II, ce qui ré- 
sulte immédiatement des équations (108) et (115) puisque les expressions 



p't \A{x, + 1) 



^V \Q{x.+ì) 



^* 10(05, +1)1 



considérées pour toutes les valeurs de x^ suffisamment grandes ne dépassent 
jamais certaines valeurs constantes. 

Toutes les conditions demandées par le théorème II sont donc remplies 
en prenant nos fonctions actuelles z^^ z^^..., z^ pour fonctions auxiliaires et en 
adoptant notre hypotbèse actuelle sur les diflférences a, — a„ « = 0, 1, 2,..., w. 

Nous allons considérer en plus de détail la forme de la sèrie actuelle Y {x). 

Il résulte directement des équations (108) et (114) qu'on a 

-\-^J%c.^{^-\-^-ry?-'-^q^{x + \) + --.+ ) (126) 



où 



+ z^ '^c.+, (« + p - ry(^-'-> g.+, (« 4- 1) H h 



-r^T 1 c,_i+,(a5 + X - rf-' g._)+4a5 + 1)1 + 



Mais, d'après ce que nous avons dit des termes u^ (x), m^ (a?),..., m« (a?),..., 
de la sèrie Y{x) nous avons m„ (a?) = x®"* p<*~^><'"^*^ 7^ (aj) où V^{x) satisfai! 
à la relation (102). Ainsi, en vertu de notre hypothèse relative aux diflfé- 
rences a, — a., nous voyons que la fonction ^{x) a la forme ?^r-^ où 

71 {x) devìent un infiniment petit d'un ordre aussi grand que celui de 

lorsque x = 3o. 
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De plus, en nous rappelant que rexpression {x — a — ry»""'*^ g.. {x + ì) est 
un polynóme de degré a — r en a? nous voyons que le premier terme du 
second membre de l'équation (126) a la forme 



w' 



h^l'-^'- 



c'i, c'j,..., da. étant des constantes arbitraires. De la méme manière, le deu- 
xième, troisième,..., p^^^ termes du second membre de l'équation (126) ont 
respectivemenl les formes 



les constantes e'», e',,,.., c'^ et la fonction ti (a?) ayant les propriétés données 
plus haut. 

Nous avons donc établi l'équation (127) en supposant que toutes les 
racines w», tni,..., m^ ont le méme module p. Si cette conditìon n'est pas 
remplie et que Wj,..., Wj, w^ {h<ip) représentent celles de ces racines dont 
le module est maximum, on trouve directement l'équation analogue 



les constantes e',, e a,..., c'«^./5^...-|.«f; et la fonction 7)(a?) ayant les propriétés 
signalées plus haut. En effet, il sufiìt pour établir cette relation de suivre 
encore la marche de la recherche analogue du § 13. 

Ainsi, en appliquant le théorème II et en faisant encore les observations 
relatives à l'équation (104) nous arrivons au résultat general suivant : 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 43 
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1 '^ , _, 1 •'9' , , i ^^ , _, I, 

( 

.t. 

c'a^., , c'a+j,..., c\ étant des constantes arbitraires. ;^ 

Pour toutes les valeurs suffisamment grandes de x nous pouvons donc | 

écrire 



t 









^;«*^«^'.)^Vi/^ 
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TriÉORÈME IV : Si, dans le théorème III, les racines >., , X,,..., 'k„de Véquor 
tion algébrique 

B,\- + B,X-' -\ H5„ = Q 

ne sani pas distinctes, la racine X, se répétant a fois, la racine >, se répé- 

tant p fois,..., la racine \ se répétant w fois: (« + P + yH- \-(ù = n) ce 

théorènis {les atitres conditions étant les mémes) reste encore vrai pourvti qu'en 

posant = le pliis grand des nombres a, p, Yv-m ^? onremplace Vexpression 

T (ir\ T (cìr\ 

— ^^ par —Y^Ji (" (^) CLydnt la niéme significati&n qu'auparavant) et qu'on rem- 

place les formes 

( 1/ (a?) = e, Xf + e, M+ . . .-^c^^+r e {x) 

M- f y(i») = c,Xf + c,X'H i-c'kì + reix) 

par ces autres 

y {^) = ^f 2i Cr «-' + Xf V c.^^ a..-i _, ^ ^, V c._«^. a;-' + ««- Y e (a;) 

y (a;) = Xf i" e, 05— + Xf '"li c.^ a?-' H f- >? I c«+|J^....+.^X-'-HB»-' X'e(aj) 

r-»! r=l r=l 

respectivement, les quantités Aj, Xg,..., X;^ C^^Cp) ^tow< celles des racines 
Xj, ^8,.«-j \ dont le module est minimum et les constantes e,, Cg,..., c„ ^ton< 
encore arbitraires, 

Ann Arbor, EkUs-Unis, décembre, 1906, 
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Sur la multiplication 
des séries trigonométriques. 

(Par Niels Niblsbn, à Copenhagvs.) 



il est bien connu que M. Pkingsheim (*) a donne, il y a vingt ans à peu 
près, un théorème concernant la multiplication, selon la règie de Cauchy, de 
deux séries trigonométriques aux coeffìcients positifs ou alternés. Dans la 
Note que voici je me suis propose de généraliser comme suit le théorème 
susdit de l'éminent geometre allemand : 

Supposons que les coeffìcients réels ou complexes des séries trigonométri- 
ques canvergentes 

»f=0O N=00 

fi (x) = 2 a, cos n x^ gì (x) = 21 »« sin n x 

n=)o n=oo 

/a (x) = ^ K cos n X, flfi {x) = ^ K sin n x 

satisfassent aux deux condition^ suivantes, savoir i." 

lim "2 V-6«-.; = (1) 

2." qii'une des quatre séries à tern^es pos^itifs 

'5ria.±a.4-,j, ^l\K±b„,i\ (2) 

soit convergente ; tous les produits obtenus en multipliant une des quatre séries 



(•) Mathematische AmMlen, t. 26, p. 157-166 ; 1885. 
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par uììs des quatre autres séries 

tt{x\ A(a5 — 7?), (72 (a?), (/2(a5— w) 

peuvent étre développés d'après la règie de multipUcation de Caughy. 
Quant à la démonstration de ce théorème, désignons par 

« = 21 ^" ' *i = 21 ^« ' (3) 

deux séries convergentes, puis mettons 

n^n = Wi v„_i + M, t?,_, H h ti., , t'i , 

Abel (*) a démontré que la règie de Caughy', savoir 

M=00 

8 8,==. 2 W- (*) 

est appliquable, pourvu que la sèrie infinie qui figure au second meinbre 
de (4) soit convergente aussi, condition qui est nécessaire et sufflsante à la 
fois. 

On sait que M. Pringsheim a démontré son théorème susdit en prenant 
pour point de départ la proposition d'ABEL; dans ce qui suit, nous avons 
à appliquer une méthode entièrement differente. A cet effet, mettons dans (3) 

un calcul direct donnera 

8n8\ = ^^W^-\-R\, (5) 

où nòus avons pose pour abréger 

R\ = J w, {v„ + v^^, H h t;„_.4.,), (6) 

ce qui montrera que la condition 

lìm\R\\ = (7) 



MssOO 



(•) Journal de QrelU, t. 1, p. 318; 1826. GEuvres, t. I. p. 226. 
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est aussi à la fois nécessaire et suftìsante pour l'application de la règie de 
Cauchy. 

On sait, d'après le théorème de M. Mertens (*) que la condition (7) est 
certainement satisfaite pourvu qu'une seule au moins des séries (3) soit ab- 
solument convergente, ce qui n'est pas nécessaire. 

Cela pose, considérons d'abord le produit 

fi {^) u (^) = JS ^" ^^^ ^ ^ ' 2 ^" ^^s ^ ^' (^) 

n=l n=l 

nous aurons pour le terme de reste (6) cette expression 

R\ = y a, cos i? a? . j6„ cos n ic + &«-i cos {n — \)x-\ h i 

+ &.:,+, cos (» — « + 1 ) a? ) ; ] 
supposons maintenant convergente la sèrie 

N=00 

2i |6„ — 6^-Ki I, 



(9) 



X 



puis multiplions par 2 sin ^ les deux membres de (9), nous aurons après 
une transformation très simple 



2 sin ^ . i?, = ^ — B + C, 



où nous avons pose pour abréger 

^ = 6„ sin In + -^ 0? • ^ a, cos s x 

B= ^ a, 6„_,4.i . cos^oj.sinlw — 8 + ^ j i» 

C=2^a,cos8x. {U„^.^^ + U,^,^, H h U„_^), 

où il faut admettre dans C: 

Up = (&P — ^+i) sin (p+ "2^) ^y 
de sorte que la sèrie à termes positifs 2 | f/^ | est convergente. 



(•) Journca de Creile, t. 79, p. 188 ; 1876. 
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Cela pose, il est évidemment possible de déterminer un positif entier N 
lei que pour n>N: 

\A\<-^, \B\<~, \C\<-^ 

ce qui donnera finaleraent pour n>N 

e 



R\\<- 



2 



sin^ 



ce qui montrera que le produit (8) peut toujours élre développé d'après la 
règie de Cauchy, pourvu que x ne soit pas un multiple de 2::. 
Supposons convergente la sèrie 

11=1 

nous avons à étudier de la méme manière le produit 

2i2\cos|- 

et ainsi de suite pour tous les autres produits mentionnés dans le théorème ; 
telle est la démonstration complète de notre théorème énoncé. 

Supposons particulièrement positifs les deux suites de coefiBcients a^ et 
b„\ puis supposons 

»-+i^a-, &.+i<6«, lima, =0, lim6, = 0, (10) 



il sauté aux yeux que deux des quatre séries (2) sont convergentes et que 
la condition (1) se réduira à celle-ci 

lim 2;\.«^-. = 0; (11) 

c'est-à-dire que les deux séries à termes alternés 



y, (-1)"-'»., }Li-ir'K 

tt=l n=l 



peuvent étre multipliées d'après la règie de Cauchy, d'où la proposition 
suivante : 

Supposons multipUcables d'après la règie de Cauchy les deux séries aux 
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termes aUérnés 2( — 1)"~* a« et 2 ( — 1)""* &^, Urna les produits dea séries trigo- 
nométriquea mentionnéea dana le théorème general peuvent étre développéa d'aprèa 
la règie de Cauchy atiaai. 

Dans ses recherches aussi profondes qu'ingénieuses sur la multiplication 
d'après la règie de Cauchy de deux séries non absolument convergentes 
M. Pringshbim (*) a remplacé la condition (11) par ces deux autres 



M=roo 

limò, (a, + a, M t-a.)=0 



(12) 



qui sont équivalentes à (11) mais plus faciles à appliquer. 
Posons par exeraple 



a^ = 



1 



n* 9 (n) 



&- = 



nP 



(13) 



où a et p désignent des riombres positifs| tels que a + P>l, tandis que 
<p(w) est une fonction positive de n qui croit constamment avec n, de 
sorte que 



lira 9 (n) = oc, lira 



logn 



= quantité flnie. 



Pour étudier maintenant les deux conditions (12), posons pour abréger 



n- <p (w) \ 1^ 2P ^ ^nPJ 






1 



(1)^2-9(2) 
puis appli(|uons l'inégalité evidente 



S-.+ 






n—l 



nous aurons 



1 



.-«-|9 



1 



n* 9 (n) j *^ ? (w) "" ? {^) 



(*) Mathematische Annalen, t. i21, p. 327-328; 1883. 
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quant à a\ , désigaons par p un positif entier qui deviendra infiniment grand 
avec n mais de sorte que 

lim (p . n'?) = 0, 

ft.. .00 

nous aurons 
d'où sans peine 

^ "^n^^ ?(p) ' 

^ c'est-à-dire que les conditions (12) sont remplies dans ce cas. 

^^ Prenons comme second exemple 

où 9 (w) est du méme caractère que dans (13) mais telle que nous ayons ici 

lim ii??^ == oo lim yW = (15) 

X^ n=oo logn ' w=oo log n . log (logn) ' . ^ ^ 

nous verrons par le méme procède que les conditions (12), sont remplies dans 
ce cas aussi. 

Comme troisième exemple supposoùs convergente la sèrie 

»i &i + »2 62 + »8 &» H (16) 

nous aiu'ons de notre proposition susdite précisément le théorème énoncé 
, de M. Pringsheim. 

Remarquons en passant avec M. Prinoshbim (*) que la convergence de 
la sèrie (16) est sufpsante mais point de toul nécessaire pour la muUiplica- 
tion d'après la règie de Cauchy les deux sèries à termes alternès en ques- 
tion, comme le montrent clairement nos sèries particulières (13) et (14) du 
reste. 

Étudions maintenant plus amplement nos produits des sèries trigono- 



(*) Mathematische Annalen, t. 21, p. 349, t. 26, p. 165. 
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métriques, nous verrons que la condition relative à la convergence de la 
sèrie (16) joue un róle essentiel pour la transforraation des produits susdits. 
Étudions d'abord le produit 

Hr:oo Naso 

fi (^) . A (^) = 2j ^nOOsnx . 21 ^n cos n x, 

nous aurons un développeraent de la forme 

U {x)f,{x)=U,+ U, + U,+ U, + -''^ (1 7) 

où nous avons pose pour abréger 

U„= \ a, h\_, cos 8 X cos {n — s) x, 

d'où, en raettant 

n\ = a, 6,_, + a, 6,„, H |-««-i &i, (18) 

nous aurons après une simple transformation 

1 ì ^ 

U^=-jfv„cosnx + -^' 2' K &— + &. »H-) cos (w — 2 s) a;. (19) 

Posons ensuite 

A (0^) flf, (^) = U\ + V\ +U\+V\ + '" (20) 

g. {x) g, {x) = V\ +u\+U\ + U\ + '^^ (21) 

nous aurons de mérae 

1 1 = ^ 

U\ = -j w, sin w a? + ^- • y («- &-- — »«-. &*) sin (n — 2 «) a? (22) 

<-^ 
1 1 =" * 

D'\ = — "2 ^n cos n aj + -g- • JJ' («^- ^-. + «^h- &,) cos {n — ^8)x; (23) 

dans (19) et (23) l'accent fixé au signe de sommation indique qu'il faut 
prendre la moitié du terme qui, pour n pair, correspond à 2«=h. 

Les formules (17), (20), (21) sont appliquables pour le8 séries trigonoìné- 
Iriques considérées dans notre théorènie general. 

Annali di Matetnaiica, Serie III, Tomo XIIL 44 
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Ordonnons maintenant selon des fonctions trigonométriques des multì- 
ples de X les trois séries en question, nous aurons formettenient^ en posant 
pour abréger 



B^ = ai 6„4., + a, b^^^ + a^ 6,^8 + 



(24) 



ce qui donnera particulièrement 

Ao == Bo = ài b, -r a^b^ + a^b^ -\- ' " y (25) 

ces développements 

A (x) A (a?) = -g- ^0 + Y * ^ (*^H + ^n + B„) cos ita? 

A {x) g, (a?) = 4 • T K -A^ + B.) sin n a? > (26) 

^ nr=l k 

gi{x)g,(x)=-^Ao + -^ • 2 (— w, + ^, + SJcosHaj, 

où il faut admettre w, =;= 0. 

Cela pose, les formules forìnelles (26) donneront cette proposition remar- 
quable et nouvelle, je le crois : 

Supposons muUiplicables d'après la règie de Caughy deux séries trigono- 
méirlqueSy le produit ainsi obtenu ne peut pas généralement étre ordomié selon 
des cos et sin des muUiples de x, savoir étre transformé forméllement dans une 
serie trigonométrique ordinaire. 

C'est précisement cette proposition qui montre clairement le róle essen- 
tiel qui joue dans ce problème la condition de M. Pringsheim. 

En eflfet, supposons positifs les coefficients a^ et 6„ et convergente la sèrie 
(16), toutes les séries A^ et B„ défìnies par (24) sont évidemment conver- 
gentes aussi; de plus nous aurons facilement 

lim^, = limB.=0, ^'^^^ 



ce qui montrera clairement la canvergence des trois séries trigonométriques 
qui figurent aux seconds membres des formules (26). 
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Gela pose, il est très facile de démontrer rigoreusement dans ce cas les 
trois formules (26). En effet, nous n'avons qu'à transformer de la manière 
susdite les n premiers termes des séries qui fìgurent aux seconds membres 
de (18), (20), (21), la convergence des séries A^ et B^ et les formules (27) 
nous conduiront au but après une recherche non difficile des termes de reste. 

Ges réductions faites, nous avons démontré cette autre proposition in- 
téressante : 

Farmi les séries trigonométriques à coefficients positifs ou alternés qui sant 
muUiplicables d' après la règie de Caughy, celles considérées par M. Pringsheim 
soni les seuleSy doni les produits ainsi obtenus peuvent étre transformés for- 
mellement dans des séries trigcynométriques ordinaires. 

Gopenhague, le 20 novembre 1906. 
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